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SUR LE METHODE DE L’INTEGRALE GENERALISEE DE LAPLACE
APPLIQUEE AUX EQUATIONS ARFOLAIRES LINEAIRES
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L*équation arédolaire lindaire de second ordre (1) aux cod-
ficients polynomiaux est résolue par l'emploi d'une méthodolo-
gie gqui présente une combinaison des methodes classiques de
Riemann et Frobenius sur les éguations différentielles ordina-
ires cnmplixe: {11), et 1l'intégrale ardolaire de Laplace (3),
avec les contours de Heinkel.

Dans les articles [1] et [2], suivant une analogie avec
l'équation différentielle ordinaire de Laplace, on a défini
1'équation aréolaire de kaplnce, comme une dguation aux déri-

vées conjugufes par z: —:E-d’une fonction W(z,Z) de deux vari=-

ables campln:es. A ce sujtt, on a introduit la notion de 1'inté-
grale généralisée de Laplace, au domaine de deux variables comp-
lexes indépendentes.

Dans l'article présent nous faisons un pas en avant et nous
définissons une égquation ardolaire de Laplace du second ordre
avec les coeficients les polyndmes aréolaires d’'abord du troi-
sieme degres par rapport a I:

(ay (2)E2+b, (2) T2 4c, (2) T4d, {:}1""

:

(1)
+ (a,z%+b,z%+c 244, :II——-+ (a,Z%+b 27 +c,Z+d )W = 0
iz

ou Wiz,Z)=U(x,y)+iV(x,y) présente une fonction complexe inconnue;
a (z), b (z), ck_ﬂz}. "k{']' k=0,1,2,3 sont les fonctions analy-

tiques données d’une variable compléxe z, définie dans une région
G,(z) du plane des cmplixu g=x+1iy.

Une résolution réussite de l’éguation (1) ouvrira un mbtho-
de qui permetra le succds dans. 1’abord d’une généralisation 'a
une égquation ardolaire linfaire aux coeficients polyndmiaux:
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ce qui aurait les conséquences multiples quant a la généralisa-
tion des fonctions spéciales, les séries de Taylor généralisées,
la théorie des points singuliers dans le domaine des compléexes,
eteo.

Nous allons essayer de résoudre cette équation (1) au moyen
du méthode de l’intégrale définie, apres avoir défini 1’intégra-
le aréolaire de Laplace:

e*% (z,z)dt (3)
r(z)

¢ etant une variable compléxe: t=f+in, définie dans une région
G(z) du ¢ - plane des compléxes, dans laquelle est posé une
ligne courbe de Jordan T(c); z=x+iy étant une variable complexe
complétement indépendente, définie dans la region G,(z) d'un
autre plan des compléxes, ayant'E pour une variable conjuguée.
$(z,2z) étant une fonction de deux variables compléxes indépen-
dentes, telle que l'intégrale (3) existe; dans un cas particu-

lier une fonction continue.

Nous chercherons la solution de 1l'équation (1) sous la for-
me de 1’intégrale (3), c’est a dire:

wiz,Zz) = j e®%4 (z,z)de (4)
PEE)
¢(t,z) étant la fonction inconnue, T'(z) étant un contour inconnu;
on doit les déterminer tous les deux pour que (1) soit satisfai-
te. C'est le sens complet du méthode de l’intégrale définie.

Les dérivations de (4) étant accomplies, on les remplace
dans (1), et aprEs les calcules élémentaires,on a l’identité
suivante (z étant indépendent de z):

[E’P,(c.z)+€’0,(;,z)+ER2(c,z)+s,(c.z)]ezc¢(c,z)dc =0 (S)
TiED



avec
P, (L,2)=a, (2)c%+a, (z)8+a,(2); R, (3,2)=c, (2)C%+e, (2)C+e, (2)
Q, (2,2)=bo (2)8%+b, (2)8+b,(2); S, (L,2z)=d, (2)t2+d, (2)5+d, (2)
ou
[Ac’+s¢+c]e5‘¢(c,z)dc 20 (6)
G (08

A,B,C dépendant de a;(z), by(z), c;(z), d;(z) et de z. Apreés
avoir effectuer trois intégrations par parties dans l'intégrale
(5) (toujours prenant dv = eszC), on a

E=[ez‘pz¢]/r(c) + zle® [, 0-(Plo+p_¢")] 1 /T (1) +

+ (e [(Rro+2P10"+P,4") = (Q16+0,67) + (R,8)])/T(2) +
i (7)
il J ezc[-(P;"¢+3P;¢'+3P;¢"+Pz¢"')+(Q:¢+2Q5¢’+Q2¢") -
r'(z)

- (RI4#R,07) + (S,4)]dcl/T(z) = 0

I —
Pour que 1 identit€ (7) soit empli pour tout Z, il faut que les
conditions suffisantes soient remplies:

s[e®p0]/rie) = 0 (8)

8[e* (0, 0-(,0))]/T(5) = 0 (9)

A{eEE[(pz¢)£-(gz¢)é+(nz¢)]}/r(c) =0 (10)
Poo'"'+(3P1-0,)¢"+(3P3-204+R;) ¢ '+ (P4’ '-QU+RL-S,) 6 = 0 (11)

ou A signifie le changement de la fonction citée au cas du par-
cour de la ligne corbe I'(z). Les conditions (8), (9), (10) &tant
les conditions d’annulement (les conditions aux limites), la

condition (11) présente une équation différentielle pour déter-
miner la fonction inconnue $(z,2z), au lieu de wi,z,i), aux coe=



44

ficients polyndmiaux, completement déterminés par les coefici-
ents '1'b1'c1'd1 de 1l’équation (1) donnée:

[no(:)c‘+a‘(z)c+aa(z)]¢"(cz)+[b°c’+(6ao-b1)c+3a1-bz]¢” + i

+ [ e?+(c,~4b ) t+c,~2b,+6a,] ¢ *+[ -, 3+ (2c,-d, ) z+c,-d, =2b,]¢ = O

C'est une équation différentielle ordinaire complexe par rapport
‘a une fonction inconnue complexe ¢(z), a une variable indépen-
dente compleéxe ¢, avec un parametre indépendent compléxe z; aux
coeficients polynomiaux étant les polyndmes du II ordre de T,
aux coeficients aussi dépendants du méme parametre compléexe z,
indépendent de z.

Si 1’'on résout 1'équation (11), on aura une solution ¢(Z,z).
Apres avoir remplacé cette ¢(z,z) dans (8), (9) et (10), on au-
ra assez de liberté pour déterminer r(c), qui est complétemgnt
arbitraire. I1 est évident que le probleme essentiel dans la
solution de 1l’équation aréolnire (1) est la résolution de 1’équ-
ation complexe (11), que nous nomerons 'a cette cause une €qua-
tion résolvante associée a 1’équation (1). Les P,,Q;.R, €tant
les fonctions entiéres (auxquelles n’influencent pas les singu-
larités par rapporta z des fonctions analytiques a; (z), h (%)

(z), d (z), l'election de T'(z) dépendra en général de 1a na-
ture de ¢(c) et de ses singularités. Si les singularités de
¢(t,z) sont les poles, alors le parcour autour le contour T ()
donne )

A = 2ni I Res(e®*.p_.4)
C n
51 ¢ possede dans r(z) les singularités critiques, alors on a
nécessairement A#0. Suivant le thé€orie de Riemann, généralement
valable sur les équations (11), on a que les points singuliers
des solutions ¢(c,z) sont.les zéros du premier coeficient:

A (5,2) = a (2)c® + a,(2)¢ + a (2) = 0.

Ce sont les points isolds et 1l'on a
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Ay (B,8) B a,(2)(5=8,)(E~ECy)

ainsi que (11) a les singularités qui sont les poles du premier
ordre. Prenons une singularité [,. L'équation (12) est écrite
alors sous la forme

P1(;'z)4" q1(coz)A'

r,(¢,2)
" + -~ )
T-t, [

. CRR T Biiid

= 0 (12)

¢'!l +

les coeficients p, (z,2), q,(z,2), r,(z,z) étant entiéres par
rapport s

P, (8) = Aj+A (5=t )+A, (5=5 )" +...

2
q1(c) By+B, (£-¢ ) +B_(C=C )" +...
r,(g) = Do#D, (£=2,) 4D, (=T, )* +...
Comme 1l’on le sait 'a partir de la théorie de Rieman et Frobenius
des équations différentielles du domaine compldxe, l’équation
(13) a nécessairement les solutions dans la forme d’une série

potentielle généralisée
4o

K
(z) = “"1’pkiock“"1) (13)

1’exponent compléxe p étant une solution de 1’équation algébri~

que caractéristique du troisidme degrés, dont le procédé est du

% Riemann et Frobenius. Cette équation ayant les trois solutions
différentes, on aura trois solutions distincts et séparées pour

la fonction ¢(z).

1
1

p 2 1 k
¢, = (g=¢,) .kiocé (g2 = o, (2,8, 52)

1 o
45 = tc-c,)°=-kzoc§”c:-c,>* = 0,(8,8,52) (14)

1 @
4y = (c-c,)°=-k£°c{”(c-c,)k = 05080, 52)

Ainsi que la solution générale de l’équation (11) au voisinage
de ¢, est

¢(Clz)'c1(2)‘1(t:(113)+c’(z)0a{cr‘1la)+c3(')¢’t:|¢':l) (15)
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la convergeance des séries étant garantée dans la bague:
0 < le=g,l <ls i<l
11 en sera de meme dans le voisinage de l'autre point singulier

PR

o (g ,2) = CH(z)e*(c,0,,2)+C5(2)02 (8 08, 02)+CH0 (5,0, ,2) (16)

¢ (z) étant déterminée de cette fa?on, i1 faut déterminer le
contour T (z). Lesg, et z, étant les points régulier - singuliers,
le parcour de I (z) donne A#0 de l1'argument, ce qu’il faut néut-

raliser. On effectue cela au moyen d’un contour de Heinkel, dont

le double parcour abolit les 4, et &, dues AL, et A,

nt

L W
v II1

WAL

LA 5 A S 7

Quant a la solution générale de 1l'équation aréolaire (1),

il faut accentuer que cette guestion n'est pas résolue d'une
manibre satisfaisante dans la litterature la plus citée [3],
[4], [5]. 11 s’agit du fait que l’on trouve par le procédé que
nous proposons un nombre des solutions particuliéres gqui n’‘est
pas lié avec le rang n de l'équation (1). Cela dépendra généra-
lement des conditions (8)-(11); parmis cettes solutions il y
aura des telles gqui sont lin€airement dépendentes. (C'est le
méme avec les intégrales de Laplace de 1’équation de Laplace
ordinaire du domaine des réels). En tout cas les solutions par-
ticulieres et la solution générale de 1’équation aréolaire (1)
peut etre cherchées dans la combinaison des intégrales de La-
place généralisées:



i1

W(z,z) = J nzr'[c,(z)¢1(c,z)+cz¢=(r.,z)+c,¢,(r.,z)]dt. +
r,(8)=I+III
(17)
+ J e®" [ (2)0% (0, z)+Cho4 (2, 2)+Cho% (5,2)]de
r,(5)=II+IV

les "constantes" Ci(z}, C;(z) étant les fonctions analytiques
de z arbitraires. On peut vérifier sans difficultés que tous
les trois conditions (8), (9) et (10) sont emplies dans ce cas,

Dans quelques cas particuiieras importants, il est néce=-
ssaire d’inclure dans la solution le point infini t=-Re{z}===;
par exemple si 1l’on veut avoir pour la représentation de la so-
lution une intégrale réelle impropre, comme dans le cas des
transfofmations intégrales. Alors on peut €lire pour T ({) le

contour de l’image 2.: AN
O e =R
==
ey At — r
Sctiner U gl
i re)
"t
On a dans ce cas particulier la solution (éventuellement géné-
rale) de (1)
Cq
W(z,z) = J eZ%[C, ¢ ,+C262+Cab3)de (18)
1
ou e xi
T e i i
W(z,z) = J (Sl el L J an i [Ckeky
s Y, ot TR e R

I', et T;étant les coupures de 1l'image.



48

LITTERATURE

[1] Dimitrovski D.: Sur guelques équations différentielles linéa-
ires aréolaires spéciales du II ordre, Matem. Vesnik
SR Srbije, 38(1986), 417-424

[2] pimitrovski D., Ilievski B.: L'équation différentielle ardo-
laire de Laplace, et sur la possibilit€ de l'introduction
des transformations de Laplace ardolaires, Matem. radovi
Kosova, Mo 1 (1986), 17-25

[3] viteker, Votson: Kurs sovremennovo analiza, T. II, Moskva,
1968

(4] olver F.: Vvedenie v asimptotiZeskie metodi i specialjnie
funkcii, per. = angl., Moskva 1978, Acad. Press N.Y.,
London 1974

[5] smirnov V.I.: Kurs visZej matematiki, Tom III/2

3A METOOATA HA TEHEPANHIHPAHHOT JNANMACOB MHTETPAJ
NPHMEHET HA TMHHEAPHHTE APEQNAPHH PABEHKH

Oparad [MMHTpOBCKH, BOpKO HAHEBCKH, Munodje Pajosui
PeasHMe®e

BO TPYOOT Ce BpUH NpHHUHMHENeH ONHT JIMHeApHATa apeonapHa
papenxa (1), co KoedMUHEHTH KOH WTO ce ApPECNapPHH NOMHHOMH OO
TpeT CTEMeH MO Z, JA Ce pemH CO MOMOWTA HAa ofSomiTeHHoT (BO
cMHCNIa HAa OB@ KOMINEKCHH NMPOMEHMAMEHM) HuTerpan Ha fannmac (4],
ocnonysajks ce Bps AHANIOrWH Of PeanHaTa OOMACT, Kako M CO HHTe-
rpanor Ha Jlannac on emHa kxomnnexcma npomewnwsa ([1], [2]), wa-
fe CO MOMOMTA HA MHTErpanoT Ha Jlamnac nNoHexoraw Mome na ce ‘Haj-
Oe W OMITOTO pemexde. MeTOmaTa Ha mapuMjanHa mMTerpauHja (4)
NABA HEKOM NPMANYHO OMUITH NoBonHM ycnosu (8], {9) 1 (10) kora
TOA MOWE OAa CE MOCTHrHe. [pr TOa GHTHA e ofHYHATA KOMIUTeKCHA
padepenunijanua pasedka (11), xoja wTo ja mHxame pe3OnMBEHTHA 3a
HOTHOT npofnem. AKO HCTATa ja CMETaMe 3a pemeHa Bp3 OCHOBA Ha
reopiijaTa uma PumaH-BaepuTpac-¢pofeHHyC CO penoT (13), Toram pe-
meHHEeTO Ha apacnapHaTa papedka (1) e BO NPHHIUMN OAfeHo HAI
mnr:m:uo-f muTerpan (17) wax (18), xame I' e enma XajHkenosa
KoRTYpa. :
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