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ZA REXENIETO I REXAVAǋETO NA EDNA LINEARNA
DIFERENCIJALNA RAVENKA OD TRETI RED SO

FUNKCIONALNI KOEFICIENTI

LAZO A. DIMOV

Apstrakt. Vo ovoj trud se razgleduva linearnata diferencijalna
ravenka od treti red

f(x)y′′′ + g(x)y′′ + h(x)y′ + r(x)y = 0,

i se transformira pri odredeni uslovi vo diferencijalnata ravenka

so konstantni koeficienti (1), pa potoa soglasno znakot na fig-

uriraqkite funkcii se dobiva nejzinoto rexenie so pomox na for-

mulite (2), i se opredeluva dali e monotono rasteqko ili oscila-

torno.

1. Linearnata diferencijalna ravenka so konstantni koefici-

enti od treti red

y′′′ + ay′′ + a2y′ + a3y = 0, (1)

ima opxto rexenie koe se dobiva so formulata

y(x) = C1e
−ax + C2 sin ax + C3 cos ax. (2)

Rexenieto za a < 0 e monotono rasteqko, a za a > 0 e oscilatorno
koga argumentot se stremi kon beskoneqnost.

2. Vo diferencijalnata ravenka

f(x)y′′′ + g(x)y′′ + h(x)y′ + r(x)y = 0, (3)

voveduvame smena na nezavisno promenlivata so x = x(t) so cel da
ja transformirame vo diferencijalna ravenka od vidot (1). Sme-

nata na nezavisno promenlivata ne doveduva do diferencijalnata

ravenka.

y′′′+
1

x′2
[
A(x)x′3 − 3x′x′′] y′′+

1

x′2
[
3x′′2 − x′x′′′ − A(x)x′2x′′ + B(x)x′4] y′+C(x)x′3y=0

(4)

kade xto x′, x′′, x′′′, y′, y′′, y′′′
, se izvodi po promenlivata t, a novite

funkcii A(x) =
g(x)
f(x)

, B(x) =
h(x)
f(x)

, C(x) =
r(x)
f(x)
, se vovedeni za skrateno

oznaquvaǌe i namaluvaǌe na zapisite na formulite.
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Za poslednata ravenka (4) da bide od oblikot (1) treba da bidat

zadovoleni relaciite

Ax′ − 3x′′
x′ = a,

3x′′2 − x′x′′′ − Ax′2x′′ + Bx′4 = a2x′2,
Cx′3 = a3.

(5)

Diferencirajḱi ja tretata od relaciite (5) dobivame

x′′ = − C ′

3C
x′2, pritoa C ′ =

dC

dx
. (6)

A so diferenciraǌe na poslednata relacija se dobiva

x′′′ = −1
3

(
C ′

C

)′
x′3 − 2

3
C ′

C
x′x′′ = −1

3

(
C ′

C

)′
x′3 +

2
9

(
C ′

C

)2

x′3, (7)

pritoa

(
C ′

C

)′
=

d

dx

(
C ′

C

)
.

Sega so zamena na x′′
i x′′′

od (6) i (7) vo vtorata od relaciite

(5) ja dobivame relacijata[
1
9

(
C ′

C

)2

+
1
3

(
C ′

C

)′
+

1
3
A

C ′

C
+ B

]
x′2 = a2. (8)

A so zamena na x′′
od (6) vo prvata od relaciite (5) ja dobivame

relacijata (
A +

C ′

C

)
x′ = a. (9)

So eliminacija na parametarot a i x′
od relacijata (9) i tretata

od relaciite (5) se dobiva relacijata(
A +

C ′

C

)3

= C (10)

A so eliminacija na parametarot a i x′
od relaciite (8) i (9) se

dobiva relacijata

1
9

(
C ′

C

)2

+
1
3

(
C ′

C

)′
+

1
3
A

C ′

C
+ B =

(
A +

C ′

C

)2

(11)

So izvrxenata diskusija praktiqno ja doka�avme slednata

Teorema 1. Diferencijalnata ravenka

f(x)y′′′ + g(x)y′′ + h(x)y′ + r(x)y = 0, (3)

mo�e da se transformira vo diferencijalnata ravenka so kon-

stantni koeficienti

y′′′ + ay′′ + a2y′ + a3y = 0, (1)
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ako figuriraqkite funkcii gi zadovoluvaat uslovite (10) i (11)

odnosno uslovite(
A +

C ′

C

)3

= C,
1
9

(
C ′

C

)2

+
1
3

(
C ′

C

)′
+

1
3
A

C ′

C
+ B =

(
A +

C ′

C

)2

, (12)

pritoa transformacionata smena se dobiva so relacijata:∫ (
A +

C ′

C

)
dx = at. (13)

Primer 1. Za diferencijalnata ravenka

x3y′′′ + (k + 3)x2y′′ + (k2 + k + 1)xy′ + k3y = 0, k = const.,

figuriraqkite funkcii

f(x) = x3, g(x) = (k + 3)x2, h(x) = (k2 + k + 1)x, r(x) = k3,

gi zadovoluvaat uslovite (12) pa so smenata na nezavisno promen

livata dobiena od (13)

at = k lnx,

se transformira vo diferencijalnata ravenka

y′′′ + ay′′ + a2y′ + a3y = 0,

po novata promenliva t. Da zabele�ime deka a i k imaat ist znak.
Sega za opxtoto rexenie se dobiva

y(t) = C1e
−at + C2 sin at + C3 cos at, (2)

pa so ogled na smenata na nezavisno promenlivata opxtoto rexe-

nie na dadenata diferencijalna ravenka glasi

y(x) = C1x
−k + C2 sin k lnx + C3 cos k lnx.

Za rexenieto mo�eme da ka�eme deka e monotono rasteqko za

k < 0, a oscilatorno za k > 0.

Primer 2. Za diferencijalnata ravenka

x2y′′′ + (x
5
3 + x)y′′ + (x

4
3 +

1
3
x

2
3 − 1

9
)y′ + xy = 0,

figuriraqkite funkcii

f(x) = x2, g(x) = x
5
3 + x, h(x) = x

4
3 +

1
3
x

2
3 − 1

9
, r(x) = x,

gi zadovoluvaat uslovite (12) pa so smenata na nezavisno promen-

livata dobiena od (13)

at =
3
2
x

2
3

se transformira vo diferencijalnata ravenka

y′′′ + ay′′ + a2y′ + a3y = 0,

po novata promenliva t.
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Sega za opxtoto rexenie se dobiva

y(t) = C1e
−at + C2 sin at + C3 cos at, (2)

pa so ogled na smenata na nezavisno promenlivata opxtoto rexe-

nie na dadenata diferencijalna ravenka glasi

y(x) = C1e
− 3

2x
2
3 + C2 sin 3

2x
2
3 + C3 cos 3

2x
2
3 .

Za rexenieto mo�eme da ka�eme deka e oscilatorno.
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ON THE SOLUTION AND SOLVING OF LINEAR
DIFFERENTIAL EQUATION OF THIRD ORDER WITH

FUNCTIONAL COEFFICIENTS

Lazo A. Dimov

S u m m a r y

A linear differential equation of third order

f(x)y′′′ + g(x)y′′ + h(x)y′ + r(x)y = 0,

is observed in this paper. Under certain conditions it is transformed in the differen-
tial equation with constant coefficients of the type (1). Then, according to the sign
of the corresponding functions, its solution is obtained, defined by the formulae
(2). It can be determined wheter it is monotonically increasing or oscillatory.
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