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I KRISTAḰ FILIPI

∗∗

Apstrakt. Bazirajḱi se na ideite na Andrunakieviq i Rjabuhin

za svrzuvaǌe na radikalot na �ekobson so eden desen ideal [3],

nie interveniravme vo teorijata na dolniot nilradikal na Ber,

razgleduvajḱi go nego svrzan so eden ednostran ideal vo eden aso-

cijativen prsten.

Vo ovoj trud vi prezentirame nekolku dobieni rezultati pri

vakov osvrt, xto ne dovede do poimot dolen nilradikal svrzan so
eden ednostran ideal.

1. Dolniot nilradikal na Ber

Definicija 1.1. Asocijativniot prstenot R se vika nilpotenten

prsten, ako Rn = 0 za nekoj cel broj n ≥ 1. Ova e ekvivalentno so
a1 · a2 · ..... · an = 0 za proizvolni n elementi od prstenot R. Idealot
I na prstenot R se vika nilpotenten, ako I e nilpotenten prsten.
Na sliqen naqin se definiraat i desniot (leviot) nilpotenten

ideal i nilpotentnite potprsteni.

Neka R e asocijativen prsten i natamu vo tekstot, ḱe go upotre-

buvame samo terminot ”prsten”, namesto ”asocijativen prsten”.

Oznaquvame so N(R) zbirot na site nilpotentni ideali na prstenot
R. Vrz osnova na pogore oznaqenoto, so pomox na indukcija ja kon-
struirame nizata na ideali od prstenot R

0 = N0(R) ⊆ N1(R) ⊆ · · · ⊆ Nα(R) ⊆ Nα+1(R) ⊆ · · · (1)

kade α e ordinalen broj. Stavame

Nμ(R) =
∑

α<μ

Nα(R), (2)

ako μ e graniqen i idealite Nα(R) se ideali izgradeni kako pogore
za site ordinalni brojevi α < μ, dodeka

Nα+1(R) =
∑

{I | I − ideal na R, In ⊆ Nα(R), za nekoj cel broj n ≥ 1}
(3)
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za sekoj ordinalen broj α, t.e. Nα+1(R) e ideal na prstenot R,
takov xto ḱe go sodr�i idealot Nα(R) i

Nα+1(R)/Nα(R) = N (R/Nα(R)) . (4)

Definicija 1.2. ([3], str. 30). Dolen nilradikal (ili radikal na
Reinhold Baer) na prstenot R go vikame idealot

B(R) =
∑

α≥0

Nα(R) (5)

konstruiran spored idealite Nα(R) od nizata (1).

Podolu ḱe dademe nekolku va�ni lemi, koi ḱe ni pomognat za da

zakluqime deka (5) e dolen nilradikal.

Lema 1.1. ([3], str. 30). Homomorfnite sliki i potprstenite

na nilpotenten prsten se nilpotentni prsteni. Ako idealot I
i faktor-prstenot A/I se nilpotentni prsteni, togax i prstenot

A e nilpotentno . Vo sekoj prsten R, zbirot na sekoe koneqno
mno�estvo na nilpotentnite ideali e nilpotenten ideal.

Lema 1.2. ([3], str. 31). Leviot (desniot) nilpotenten ideal A
vo prstenot R go generira nilpotentiot ideal A + AR + RA + RAR
na prstenot R. Zbirot N(R) od site nilpotenti ideali od R se

sovpaǵa so zbirot na site levi nilpotentni ideali i so zbirot

na site desni nilpotentni ideali. Specijalno, ako prstenot R
nema nilpotenti ideali razliqni od nula idealot, togax R nema

ni ednostrani nilpotenti ideali razliqni od nula.

Lema 1.3. ([3], str. 32). Za sekoj prsten R od klasata na radikali,

postoi ordinalniot broj τ = τ(R), takov xto B(R) = Nτ (R). Ova
znaqi deka nizata (1) se stabilizira vo qekorot τ .

Definicija 1.3. ([3], str. 35). Prstenot R se vika B-radikalen
prsten, ako R = B(R). Prstenot Q se vika B-poluprost prsten, ako
B(Q) = 0.

Imajḱi gi predvid gorenavedenite lemi, gi imame slednive teo-

remi:

Teorema 1.1. ([3], str. 35). Prstenot Q e B-poluprost togax i

samo togax koga toj nema nilpotenti ideali razliqni od nula.

Prstenot R e B-radikalen togax i samo togax, koga sekoja homo-

morfna slika razliqna od nula na prstenot R ima nilpotentni

ideali razliqni od nula.

Posledica 1.1. ([3], str. 36). Prstenot Q e B-poluprost togax i

samo togax koga toj nema ednostrani nilpotenti ideali razliqni

od nula .
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Ako I e ideal na prstenot R, togax va�i ravenstvoto

B(I) = I ∩ B(R) (6)

Posledica 1.2. ([3], str. 36). Homomorfnite sliki i potprstenite
na B-radikalen prsten se B-radikalni prteni. Sekoj ideal na B-
poluprosten prsten e B-poluprosten prsten.

Definicija 1.4. ([3], str. 36). Idealiot I na prstenot R se

narekuva B-radikalen ideal na prstenot R ako I e B-radikalen
prsten, t.e. I = B(I). Idealot T se narekuva B-radikal na prstenot
R, ako T e najgolem radikalen ideal.

Teorema 1.2. ([3], str. 36). Vo sekoj prsten R, zbirot na sekoe
mno�estvo na B-radikalni ideali e B-radikalen ideal. Speci-
jalno, postoi B-radikalot na prstenot R koj se sovpaǵa so idealot
B(R). Idealot B(R) e najmaliot od idalite P na prstenot R, takov
xto faktor-prstenot R/P e B-poluprost prsten t.e. nema nilpo-
tentni ideali razliqni od nula.

Posledica 1.3. ([3], str.37) Neka A e ideal na prtenot R. Ako

prstenite A i R/A se B-radikalni prsteni, togax i samiot prsten
R e B-radikalen prsten. Ako prstenite A i R/A se B-poluprosti
prsteni, togax i samiot prsten R e B-poluprost prsten. Ako

prstenot A e B-radikalen prsten dodeka R/A e B-poluprost prsten
togax A = B(R).

2. Dolniot nilradikal svrzan so eden ednostran ideal

Vrz osnova na gorenavedenoto, za dolniot nilradikal na eden

prsten, ḱe go prezentirame teoretskoto istra�uvaǌe za poimot

na dolniot nilradikal svrzan so eden ednostran ideal na nekoj

prsten. Vo istra�uvaǌeto ḱe se skoncentrirame na svrzuvaǌeto

so eden desen ideal bidejḱi na analogen naqin mo�e da se gradi

teoreckoto istra�uvaǌe na dolniot nilradikal svrzan so eden

lev ideal.

Definicija 2.1. ([13], str. 145). Neka P e desen ideal na prstenot

R. Prstenot R se vika nilpotenten prsten svrzan za desniot ideal
P , ako Rn ⊆ P , za nekoj cel broj n ≥ 2. Ova e ekvivalentno so toa
xto a1a2a3....an ∈ P , za sekoi n-elementi od prstenot R.

Idealot (ednostran) I�R se vika nilpotenten (ednostran) ideal
svrzan so desniot ideal P , ako I e nilpotenten prsten svrzan so
desniot ideal P .
Neka R e proizvolen prsten. Go oznaquvame so simbolot N(R, P )

zbirot na site nilpotentni (desni) ideali svrzani so desniot

ideal P na prstenot R. Imajḱi go predvid gorenavedenoto, ja
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konstruirame na induktiven naqin slednava niza na ideali od

prstenot R:

P = N0(R,P ) ⊆ N1(R,P ) ⊆ ...... ⊆ Nα(R,P ) ⊆ Nα+1(R,P ) ⊆ .... (7)

kade α e ordinalen broj. Stavame

Nμ(R, P ) =
∑

α<μ

Nα(R,P ) (8)

ako μ e graniqen ordinalen broj, kade idealite Nα(R, P ) se gore
konstruiranite ideali za site ordinalni broja α < μ, dodeka

Nα+1(R, P ) =
∑ {

I | I − ideal(desen) na R, In ⊆ Nα(R,P )
}

(9)

za nekoj cel broj n ≥ 2 i za sekoj ordinalen broj α, t.e. Nα+1(R,P )
e ideal na R xto go sodr�i Nα(R, P ).

Definicija 2.2. Dolen nilradikal na prstenot R svrzan za desniot
negov ideal P go vikame idealot

B(R, P ) =
∑

α≥0

Nα(R, P ) (10)

konstruiran spored idealite Nα(R, P ) na nizata (7).

Sega ḱe prezentirame nekoi rezultati, koi se potrebni za iz-

gradba na dolniot nilradikal svrzan za eden desen ideal na dade-

niot prsten R.
Neka P e zaedniqki desen ideal na nilpotentnite prstenite R1

i R2 svrzani so P .

Definicija 2.3. P -homomorfizam na nilpotentniot prsten R1 svr-

zan so desniot ideal P vo nilpotentniot prsten R2 svrzan so is-

tiot desen ideal P , go vikame sekoj homomorfizam ϕ : R1 → R2,

takov xto za sekoj x ∈ P, ϕ(x) = x.

Teorema 2.1. Sekoja P -homomorfna slika i sekoj potprsten na nil-
potentniot prsten svrzan so desniot ideal P , e nilpotenten prsten
svrzan so desniot P .

Dokaz. Neka R e nilpotenten prsten svrzan so idealot P . Bidejḱi
Rn ⊆ P togax φ(Rn) ⊆ φ(P ). No, P -homomorfnata slika na idealot
P e samiot ideal P i bidejḱi φ(Rn) = (φ(R))n

, zatoa (φ(R))n ⊆ P .
Ako R1 e potprsten na R, togax postoi n ∈ N takov xto, Rn

1 ⊆
Rn ⊆ P , znaqi Rn

1 ⊆ P , t.e. R1 e nilpotenten potprsten svrzan so P .

Teorema 2.2. Neka P e desen ideal na prstenot R i I negov ideal
takov xto P ⊆ I. Ako idealot I e nilpotenten svrzan so desniot
ideal P i faktor-prstenot R/I e nilpotenten, togax prstenot R e

nilpotenten svrzan so desniot ideal P .
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Dokaz. Spored definiciite 2.1 i 1.1, postojat celite broevi

m ≥ 1, n ≥ 1, takvi xto Im ⊆ P i (R/I)n =
{
0
}

= {I}. Togax

(R/I)n = {I + a1a2...an|ai ∈ R, i = 1, 2, ..., n} = {I} ⇒ a1a2...an ∈ I ⇒ Rn ⊆ I.
No, togax Rnm ⊆ Im ⊆ P . Znaqi, R e nilpotenten prsten svrzan so

desniot ideal P .

Teorema 2.3. Zbirot na dva nilpotentni ideali svrzani so desniot
ideal P e nilpotenten ideal svrzan so desniot ideal P .

Dokaz. Neka I, J se dva nilpotentni ideali svrzani so desniot

ideal P na prstenot R. Imajḱi gi predvid teoremite za izomor-

fizmi, dobivame

I + J

J
∼= I

I ∩ J
. No

I

I ∩ J
e nilpotenten ideal,

kako homomorfna slika na I. Bidejḱi I, J se nilpotentni ideali

svrzani so desniot ideal P i

I + J

J
e nilpotenten, Togax spored

teoremata 2.2, I + J e nilpotenten ideal svrzan so desniot ideal
P .

Posledica 2.1. Vo sekoj prsten R, zbirot na koneqnoto mno�estvo
na nilpotentni ideali svrzani so desniot ideal P e nilpotenten

ideal svrzan so desniot ideal P .

Dokazot e oqigleden spored teoremata 2.3 i matematiqkata in-

dukcija.

Teorema 2.4. Nilpotentniot lev ideal A svrzan za desniot ideal

P na prstenot R, go generira nilpotentniot ideal A + AR svrzan

so desniot ideal P na prstenot R.

Dokaz. Neka A e nilpotenten lev ideal svrzan so desniot ideal P
na prstenot R. Za idealot A + AR generiran od A vo R imame:

(A + AR)1 ⊆ A1 + A1R
(A + AR)2 ⊆ A2 + A2R + ARA + ARAR ⊆ A2 + A2R
(A + AR)3 ⊆ (A + AR)(A2 + A2R) ⊆ A3 + A3R
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
(A + AR)n ⊆ An + AnR ⊆ P + PR

Bidejḱi An ⊆ P i P e desen ideal vo R, t.e. PR ⊆ P , imame

An + AnR ⊆ P + PR ⊆ P + P ⊆ P.

Znaqi, A + AR e nilpotenten ideal svrzan so desniot ideal P .

Teorema 2.5. Za sekoj prsten R od klasata na radikali (svrzano so

nilpotetnosta nasproti desniot ideal P), postoi ordinalen broj
τ takov xto B(R, P ) = Nτ (R, P ).

Dokaz. Na poqetok ḱe doka�eme, koga za nekoj ordinalen broj α
imame Nα(R, P ) = Nα+1(R, P ), togax Nα(R, P ) = Nβ(R, P ) za sekoj or-
dinalen broj β ≥ α. Nakratko ḱe ja doka�eme implikacijata

Nα(R, P ) = Nα+1(R, P ) ⇒ Nα(R, P ) = Nβ(R, P ), ∀β ≥ α (11)
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Ako Nα(R,P ) = Nα+1(R, P ), togax za β = α i β = α + 1, ravenstvoto
Nα(R, P ) = Nβ(R,P ) e vistinito. Pretpostavuvame deka gorenave-
denoto ravenstvo va�i za site ordinalni broevi β takvi xto

α ≤ β < γ, kade γ e ordinalen broj. Ako γ e graniqen ordinalen
broj, togax od induktivnata pretpostavka i od (8) imame,

Nγ(R, P ) =
∑

β<γ

Nβ(R,P ) =
∑

α≤β<γ

Nβ(R,P ) = Nα(R,P )

Sleduva deka ravenstvoto Nα(R,P ) = Nβ(R,P ) e vistinito i za β =
γ. Ako γ e negraniqen ordinalen broj, togaxγ = β + 1, za nekoj
ordinalen broj β i od induktivnata pretpostavka (bidejḱi β < γ),
ḱe imame Nα(R, P ) = Nδ(R, P ). No, togax od (9) dobivame deka,

Nα+1(R, P ) =
∑{

I | I − ideal(desen) vo R, In ⊆ Nα(R, P )
}

=
=

∑ {
I | I − ideal(desen) vo R, In ⊆ Nδ(R, P )

}
= Nδ+1(R, P ) = Nγ(R, P )

Kako posledica imame Nα(R,P ) = Nγ(R, P ), bidejḱi imame Nα(R, P ) =
Nα+1(R,P ). Vrz osnova na indukcijata, ravenstvoto Nα(R, P ) =
Nβ(R, P ) e vistinito za site ordinalni broevi β ≥ α.
Neka τ e eden ordinalen broj takov xto kardinalniot broj na

mno�estvoto na ordinalni broevi {α|0 ≤ α ≤ τ} da e strogo pogolem
od kardinalniot broj |R| na mno�estvoto R. Ḱe poka�eme deka za
ovoj τ , nizata (7) se stabilizira na τ qekor, t.e. B(R, P ) = Nτ (R, P ).
Go pretpostavuvame sprotivnoto deka Nτ (R, P ) �= Nτ+1(R, P ), xto

znaqi Nτ (R, P ) ⊂ Nτ+1(R, P ). No, togax od (11) izleguva deka za

sekoj ordinalen broj β ≤ τ , imame Nβ(R,P ) ⊂ Nβ+1(R, P ). Ova ni

ovozmo�uva da za sekoj takov ordinalen broj β mo�eme da izbereme
najmalku eden element rβ ∈ Nβ+1(R, P ) − Nβ(R, P ). Jasno e deka

site elementi rβ se razliqni i zatoa mno�estvoto {rβ |0 ≤ β ≤ τ}
ima kardinalen broj ednakov so mno�estvoto na ordinalni broevi

{β|0 ≤ β ≤ τ}, koj spored naqinot na izborot na τ , e strogo pogolem
od onoj na mno�estvoto R. Vaka, mno�estvoto R ima potmno�estvo
so kardinalen broj pogolem od samoto mno�estvo R. Ovaa kon-

tradikcija ni poka�uva deka teoremata va�i.

Nakraj, oznaquvame deka vo sluqaj koga B(R,P ) = R, togax prste-
not R se vika B-radikalen prsten svrzan so desniot ideal P .
Od teoremata proizleguva deka prstenot R e B-radikalen prsten
svrzan so desniot ideal P koga Nτ (R,P ) = R. Vo sluqaj koga

B(R, P ) = P , prstenot R se vika B-poluprost svrzan so desniot
ideal P . Od teoremata proizleguva deka prstenot R e B-poluprost
svrzan so desniot ideal P , ako Nτ (R, P ) = P .
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UNIEL-Proceedings, Elbasan, (2007), viti XI-2007/3, 52-61.
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LOWER NILRADIKAL CONNECTED WITH ONE-SIDED IDEAL

Azir Jusufi∗ and Kristak Filipi∗∗

S u m m a r y

Based on the ideas of Andrukievich and Rabjuhin for bonding the Jacobson
radical of a right ideal [3], we intervened in the theory of lower Ber nilradikal,
looking at him as connected with a one-sided ideal in an associative ring.

In this paper we present some results obtained during this review, which brought
us to the term lower nilradikal connected with one sided ideal.
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