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Apstrakt. Pokraj teoretskoto istra�uvaǌe za radikalite

svrzani so eden desen ideal vo asocijativnite prsteni,

nie se potrudivme da konstruirame modeli na implementacija

na teoretskoto dostignuvaǌe. Pokraj mnogute konstrukcii

xto gi napravivme, podolu prezentirame eden konkreten

goren nilradikal na prstenot Z[
√

2] svrzan so desniot ideal

P [
√

2].

1. POIM NA RADIKALOT

Nekoi svojstva na prstenite se razlikuvat mnogu od dobro poznatite

svojstva, taka xto nie imame potexkotii za nivno klasificiraǌe. Ovde

se naoǵa i opravdanosta za definiraǌe na eden del od prstenot vo vrska

so nekoi odredeni svojstva, toj del se narekuva radikal na prstenot.

Vo poqetok gi razgleduvame ovie teoremi:

Neka se I1, I2 potprsteni na prstenot R. Pod zbir I1 + I2 na ovie pot-

prsteni, se podrazbira mno�estvoto I1 + I2 = {i1 + i2|i1 ∈ I1, i2 ∈ I2}.
Teorema 1.1. ([5], str.397). Ako I1, I2 se ideali na prstenot R, togax i
I1 + I2 = {i1 + i2|i1 ∈ I1, i2 ∈ I2} e ideal na R.

Neka se I1, I2, ..., Ik, ... (ne mora da e koneqen broj) edno mno�estvo na

potprsteni na prstenot R. Pod niven zbir, xto ḱe go oznaqime

∑
k

Ik, se

podrazbira mno�estvoto

∑
k

Ik = {i1 + i2 + ... + ik + ...| |i1 ∈ I1, i2 ∈ I2, ...}.
Poradi gore navedenoto, ja imame slednava:

Teorema 1.2. ([2], str.4). Zbirot na koe bilo mno�estvo ideali na eden
prsten, isto taka e ideal na prstenot.

Neka e γ edna klasa na prsteni taka xto:

a) γ e homomorfno zatvorena, t.e:

A ∈ γ i ϕ : A → B e homomorfizam, povlekuva B ∈ γ.

b) za sekoj prsten A, zbirot γ (A) =
∑

(I � A |I ∈ γ ) isto taka e vo γ.

c) γ (A/γ (A)) = 0, za sekoj prsten A.
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Definicija 1.1. ([1],str.22). Klasata γ na prsteni koja gi zadovoluva
uslovite a), b), c), ja narekuvame radikalna klasa. γ(A) se vika γ-radikal
na A ili nakratko radikal na A. Prstenot A se vika γ-radikalen prsten

ako A ∈ γ ⇒ γ(A) = A.

Uslovite a), b), c) se osnovni uslovi za motiviraǌe i odreduvaǌe

na radikalot. Da se doka�e deka ovie uslovi se zadovoleni ili ne, za

nekoi klasi na prsteni ne e lesna rabota. Zatoa nie te�neeme da barame

ekvivaletni uslovi so niv.

Teorema 1.3. ([1],str.22). Ako va�at uslovite a) i b) vo edna klasa na
prsteni γ , togax uslovot c)e ekvivalenten so:
c̄) Ako I e ideal na prstenot A i ako I i A/I se vo γ, togax i A e vo γ.

Koga klasata γ na prstenite go zadovoluva uslovot c̄) togax vikame

deka γ e zatvorena vo vrska so proxiruvaǌa.

Teorema 1.4. Ako se prifatat uslovite a) i c̄) vo klasata γ na prsten-
ite, togax uslovot b) e ekvivalenten so:
b̄) Ako I1 ⊆ I2 ⊆ ... ⊆ Iλ ⊆ ... e rasteqka niza na ideali od prstenot A i
ako sekoja Iλ e vo γ, togax

∑
λ

Iλ e vo γ.

Dokaz. Pretpostavuvame deka va�i b) i neka B =
∑
λ

Iλ. No, od b) imame

deka Iλ e vo γ (B), i zatoa B = γ (B) e vo γ; doka�avme vaka deka va�i b̄).
Obratno, pretpostavuvame deka va�i b̄). Primenuvajḱi ja lemata na

Corn za postoeǌeto na maksimalen γ-ideal B vo A i ako K e koj bilo

γ-ideal vo A togax (B + K) /K ∼= B/ (B ∩ K) e vo γ, spored a). Taka K
i (B + K) /K se vo γ i spored c̄) B + K isto taka e vo γ . Bidejḱi B e

maksimalen ideal so ova svojstvo, K sekako ḱe bide vo B, γ (A) = B e vo

γ . Svojstvoto b) va�i, i dokazot e zavrxen.

Koga klasata γ na prstenite go zadovoluva uslovot b̄) togax vikame

deka γ e so induktivno svojstvo.
Od dvete gorenavedeni tvrdeǌa ja imame slednava:

Teorema 1.5. ([1], str.23). Klasata γ na prsteni e klasa na radikali
togax i samo togax koga:

a) γ e homomorfno zatvorena
b̄) γ e so induktivno svojstvo
c̄) γ e zatvorena vo vrska so proxiruvaǌa.

2. NILPRSTENI, NILRADIKALI

Definicija 2.1. ( [2], str.18). Elementot x na prstenot R se vika

nilpotenten ako ∃n ∈ N, xn = 0 (N e mno�estvoto na pozitivnite celi

broevi). Prstenot R se vika nilprsten ako sekoj negov element e nilpo-

tenten. Idealot I na prstenot R se vika nilideal na R ako I e nil-

prsten.
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So s go oznaquvame svojstvoto ∀x ∈ R, ∃n ∈ N, xn = 0. Svojstvoto s se

vika nil svojstvo. Vo ovie uslovi, nie mo�eme da reqeme deka nilprsten

e prstenot R xto go ispolnuva nilsvojstvoto s. Eden takov prsten mo�e

da se vika i s-prsten.

Lema 2.1. ([2], str.19).
i) Ako R e nilprsten togax sekoj potprsten i sekoja homomorfna slika

na R e nilprsten.
ii) Ako I e ideal na R i I, R/I se nilprsteni, togax R e nilprsten.

Lema 2.2. Zbirot na dva nilideala e nilideal.

Dokaz. Neka se I i J nilideali vo R. Spored vtorata teorema za

izomorfizam imame: (I + J) /J ∼= I/ (I ∩ J), kade (I + J) /J e nilideal

spored Lema 2.1.ii), dodeka I/ (I ∩ J) e nilideal kako homomorfna slika

na I. Bidejḱi I, J, (I + J) /J se nilideali togax dobivame deka I + J e

nilideal.

Bazirajḱi se na Lemata 2.2, so matematiqka indukcija se doka�uva i

slednovo svojstvo:

Posledica 2.1. Zbirot na eden koneqen broj na nilideali e nilideal.

Od gorenavedenoto sleduva:

Lema 2.3. ([2], str.19). Zbirot na koe bilo mno�estvo nilideali vo R e
nilideal vo R.

Podolu ḱe poka�eme deka klasata S na s-prstenite e klasa na radikali.

a) Od Lema 2.1.i) sleduva deka sekoja homomorfna slika na eden s-prsten

e s-prsten, t.e. klasata S e homomorfno zatvorena.

c̄) Od Lema 2.1.ii) sleduva deka, ako I e ideal vo R i I, R/I se vo klasata

S, togax i R e vo S. Ova ni potvrduva deka klasata S e zatvorena vo

vrska so proxiruvaǌa.

b) Od Lema 2.3 sleduva deka za sekoj prsten R , S (R) =
∑

(I � R |I ∈ S ) e

vo klasata S.

Bazirajḱi se na teoremata 1.4, proizleguva deka gorenavedenoto svo-

jstvo b) e ekvivalentno so:

b̄) Ako I1 ⊆ I2 ⊆ ... ⊆ Iλ ⊆ ... e edna rasteqka niza na nilideali vo

prstenot R togax zbirot

∑
λ

Iλ e vo S.

Kako posledica na teorema 1.5, ja imame slednava

Teorema 2.1. Klasata S e klasa na radikali.

Ovaa teorema ni poka�uva deka S(R) e radikal na nilprstenot R.

S(R) go vikame nilradikal na prstenot R. Od gorenavedenite uslovi b)
i b̄), proizleguva deka S(R) e najgolemiot nilideal vo prstenot R.

Definicija 2.2. Najgolemiot nilideal vo nilprstenot R se vika i

goren nilradikal ili nilradikal na Kjota. Se oznaquva so K(R).
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Zakluqok 2.1. ([3], str.47). Vo sekoj prsten R, zbirot na edno mno�estvo

od negovi nilideali e nilideal vo R . Zatoa, vo sekoj prsten R postoi

gorniot nilradikal K(R) i se sovpaǵa so zbirot na site nilideali na

prstenot R . Ako I e ideal vo prstenot R , togax K(I) = I ∩ K(R). Za

sekoj prsten R , faktor-prstenot R/K(R) nema nilideali razliqni od

nula i zatoa K (R/K(R)) = 0.

Definicija 2.3. ([3], str.47). Prstenot R se vika K-radikalen, ako

R = K(R). Prstenot Q se vika K-poluprost (semi-simply), ako K(Q) = 0.

Teorema 2.2. ([3], str.47). Prstenot R e K-radikalen togax i samo
togax koga toj e nilprsten. Prstenot Q e K-poluprost togax i samo
togax , koga toj nema nilideali razliqni od nula. Sekoj ideal na K -
radikalen prsten e K -radikalen prsten i sekoj ideal na K -poluprost
prsten e K -poluprost prsten.

3. GORNIOT NILRADIKAL SVRZAN SO

EDEN DESEN IDEAL

Bazirajḱi se vo gorenavedeniot teoretski osvrt za nilradikalot na

eden prsten, nie podolu ḱe prezentirame teoretski osvrt za poimot na

gorniot nilradikal svrzan so eden ednostran ideal na eden prsten.

Naxiot teoretski osvrt ḱe bide svrzan so desniot ideal, bidejḱi teoret-

skiot osvrt svrzan so leviot ideal se konstruira na analogen naqin.

Neka P e desen ideal vo prstenot R.

Definicija 3.1. Prstenot R se vika nilprsten svrzan so desniot ideal

P , ako ∀a ∈ R, ∃n ∈ N, an ∈ P .

Idealot I se vika nilideal svrzan so desniot ideal P , ako I e nil-

prsten svrzan so desniot ideal P .

Lema 3.1. ([6], str.114).
a) Sekoja homomorfna slika i sekoj potprsten na nilprstenot svrzan

so desniot ideal e isto taka nilprsten svrzan so desniot ideal.
b) Ako idealot I vo R i faktor-prstenot R/I se nilprsteni svrzani so

desniot ideal P togax i R e nilprsten svrzan so P .
c) Vo eden prsten R, za sekoe koneqno mno�estvo na nilideali svrzani

so idealot P , nivniot zbir e nilideal svrzan so desniot ideal P .

Bazirajḱi se na teoremata 1.4 od toqka 1, proizleguva deka gorenave-

deniot uslov c) e ekvivalenten so:

c̄) Ako I1 ⊆ I2 ⊆ ... ⊆ Iλ ⊆ ... e edna rasteqka niza na nilideali

svrzani so desniot ideal P na R, togax zbirot

∑
λ

Iλ e nilideal svrzan

so desniot ideal P .

Imajḱi ja predvid definicijata na nilradikalot na Kjota, ja zemame

ovaa
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Definicija 3.2. Goren nilradikal svrzan so desniot ideal P vo prsten-

ot R se vika najgolemiot nilideal svrzan so desniot ideal P . Se oz-

naquva K(R, P ).

Zakluqok 3.1. Vo prstenot R, zbirot na sekoe koneqno mno�estvo na

nilideali svrzani so desniot ideal P e nilideal svrzan so desniot

ideal P . Zatoa, vo sekoj prsten R, postoi gorniot nilradikal K(R,P )
svrzan so desniot ideal P i toj se sovpaǵa so zbirot na site nilideali

svrzani so desniot ideal P . Ako I e ideal svrzan so desniot ideal P
na prstenot R, togax K(I, P ) = I ∩ K(R,P ).

Definicija 3.3. Prstenot R se vika K-radikalen prsten svrzan so

desniot ideal P , ako R = K(R,P ).

4. GORNIOT NILRADIKAL SVRZAN SO EDEN DESEN IDEAL

NA PRSTENOT

(
Z[

√
2], +, ·)

Neka Z[
√

2] go oznaquvame mno�estvoto broevi od tipot x = a + b
√

2
kade xto a, b se celi broja, znaqi

Z[
√

2] =
{

a + b
√

2|a, b ∈ Z

}
.

Bidejḱi x, y ∈ Z[
√

2] ⇒ x − y, xy ∈ Z[
√

2], imame deka

(
Z[

√
2], +, ·) e pot-

prsten na prstenot R na realnite broevi.

So P [
√

2] go oznaquvame mno�estvoto

{
a + b

√
2|a = 2r, b = 2s, r, s ∈ Z

}
. Jas-

no e deka P [
√

2] = {2x|x ∈ Z[
√

2]}.
Teorema 4.1. Mno�estvoto P [

√
2] e desen ideal vo prstenot

(
Z[

√
2],+, ·).

So N (Z[
√

2], P [
√

2]) go oznaquvame mno�estvoto na broevite x ∈ Z[
√

2]
takvi xto xn ∈ P [

√
2] za sekoj priroden broj n ≥ 2, t.e.

N (Z[
√

2], P [
√

2]) = {x ∈ Z[
√

2]|∀n ∈ N, n ≥ 2, xn ∈ P [
√

2]}. (1)

Teorema 4.2. Mno�estvoto P [
√

2] e vistinsko podmno�estvo na mno�es-
tvoto N (Z[

√
2], P [

√
2]).

Navistina, va�at tvrdeǌata:

1. ∀p ∈ P [
√

2], ∀n ∈ N, n ≥ 2, imame pn = (2x)n = 2(2n−1xn) = 2y ∈ P [
√

2],
bidejḱi Z[

√
2] e prsten, pa y = 2n−1xn ∈ Z[

√
2]. Znaqi,

∀p ∈ P [
√

2], pn ∈ P [
√

2]za∀n ∈ N, n ≥ 2. (2)

2. Zemame x = a + b
√

2 ∈ Z[
√

2], kade a = 2r, b = 2s + 1 i r, s ∈ Z.

Bidejḱi b ne e paren, x /∈ P [
√

2]. Sepak dobivame x2 ∈ P [
√

2] , poradi

x2 =
(
a + b

√
2
)2

= a2 + 2ab
√

2 + 2b2 = 2[(2r2 + b2) + 2rb
√

2] ∈ P [
√

2].
So matematiqka indukcija se doka�uva deka xn ∈ P [

√
2] za ∀n ∈ N, n ≥ 2.

Znaqi,

∀x = 2r + b
√

2 ∈ Z[
√

2], xn ∈ P [
√

2] za ∀n ∈ N, n ≥ 2. (3)
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Od (2) i (3)

P [
√

2] ⊂ N (Z[
√

2], P [
√

2]). (4)

Teorema 4.3. Vo N (Z[
√

2], P [
√

2]) pripaǵaat samo dva tipa na broevi od
Z[

√
2], i tie se:

1) broevite od tipot a + b
√

2, kade a = 2r, b = 2s i r, s ∈ Z;
2) broevite od tipot a + b

√
2, kade a = 2r, b = 2s + 1 i r, s ∈ Z;

Za x = 2r + 1 + b
√

2, kade r, b ∈ Z, imame

x2 = 2(2r2 + 2r + b) + 1 + 2(2r + 1)b
√

2 /∈ P [
√

2]

Od seto toa, koj bilo broj z ∈ N (Z[
√

2], P [
√

2]) mo�e da se zapixe

kako

z = 2r + b
√

2, kade r, b ∈ Z. (5)
Ako b = 2s, togax brojot z e od prviot tip, i ako b = 2s + 1, togax

brojot z e od vtoriot tip.

Teorema 4.4. Mno�estvoto N (Z[
√

2], P [
√

2]) e desen ideal vo prstenot
Z[

√
2] svrzan so desniot ideal P [

√
2] .

Dokaz.

1. Spored (5) za sekoi z1, z2 ∈ N (Z[
√

2], P [
√

2]) postojat r1, r2, b1, b2 ∈ Z,

takvi xto z1 = 2r1 + b1

√
2, z2 = 2r2 + b2

√
2. Imame z1 − z2 = (2r1 + b1

√
2)−

(2r2 + b2

√
2) = 2(r1 − r2) + (b1 − b2)

√
2.

Znaqi,

∀z1, z2 ∈ N (Z[
√

2], P [
√

2]), z1 − z2 ∈ N (Z[
√

2], P [
√

2]).

2. Ako, z ∈ N (Z[
√

2], P [
√

2]), x ∈ Z[
√

2], togax z = 2r+b
√

2, x = c+d
√

2,
za nekoi r, b, c, d ∈ Z, pa

zx = 2rc + 2bd +
(
cb + 2rd

√
2
)
∈ N (Z[

√
2], P [

√
2])

Od Definicija 3.1 i Teorema 4.4, izleguva deka N (Z[
√

2], P [
√

2]) e

desen nilideal vo prstenot Z[
√

2] svrzan so desniot ideal P [
√

2].
Pokraj podmno�estvoto N (Z[

√
2], P [

√
2]) na prstenot Z[

√
2], gi razgle-

duvame i slednive podmno�estva

I1 = {a + b
√

2|a = 2r, b = 2s i r, s ∈ Z},
I2 = {a + b

√
2|a = 2r i r, b ∈ Z},

Bidejḱi I1 = P [
√

2], spored (2), proizleguva deka I1 e desen nilideal vo

Z[
√

2] svrzan so P [
√

2]. Bidejḱi i I2 = N (Z[
√

2], P [
√

2]), togax spored

teorema 4, imame deka i I2 e desen nilideal vo Z[
√

2] svrzan so P [
√

2] .

Vproqem, imajḱi ja predvid teorema 3, tie se edistvenite takvi nilide-

ali. Dodeka, imajḱi ja predvid teorema 2, imame I1+I2 = N (Z[
√

2], P [
√

2]).
I za kraj, nilidealot N (Z[

√
2], P [

√
2]) e zbir na site desni nilideali na

prstenot Z[
√

2] svrzani so desniot ideal P [
√

2]. Bidejḱi N (Z[
√

2], P [
√

2])
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e najgolemiot nilideal vo prstenot Z[
√

2] svrzan so desniot ideal P [
√

2],
togax spored definicijata na gorniot nilradikal svrzan so eden desen

ideal, izleguva deka N (Z[
√

2], P [
√

2]) e goren nilradikal na prstenot

Z[
√

2] svrzan so desniot ideal P [
√

2].

Zabelexka: Bidejḱi prstenot Z[
√

2] e komutativen prsten, nie namesto

za desni nilideali mo�eme da zboruvame samo za nilideali i za N (Z[
√

2],
P [

√
2]) mo�eme da ka�eme deka e goren nilradikal na prstenot Z[

√
2]

svrzan so idealot P [
√

2].
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