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IOPHUOT HUJPAIUKAJI CBP3AH CO EIEH JIECEH MIEAJI
HA TIPCTEHOT (Z[v2],+,")

A3UP JYCY®U* I KPUCTAK OUJINIIN**

Axncrpaxr. [Tokpaj TeOPeTCKOTO UCTPAKYBAKE 38 PAIUKATIATE
CBP3aHU CO €IeH NECEH nIeas BO ACONNjaTWBHUTE IPCTEHWU,

HUE Ce TOTPYAUBME M8 KOHCTPyUpaMe MO HA UMIIIEMEHTAIIN])a
HAa TEOPETCKOTO AOCTUTrHYBame. [lokpaj MHOT'YTe KOHCTPYKIAN
IMTO I'M HAIIpaBUBME, IOAOJIy IPE3eHTUPaMe eINeH KOHKDETEH
FOPEH HUJIPAAUKAJ HA MPCTEHOT Z[v/2] CBP3aH CO JECHUOT UIEAJ

P[V?2].

1. IOMM HA PAINKAJIOT

Herou cBojcTBa HA mpCTEHUTE ce PA3JMKyBaT MHOTY O HJOOPO MO3HATUTE
CBOjCTBa, TaKa IITO HUE MMaMe IOTENIKOTUN 3a HUBHO kilacuduiupame. OBre
ce Haora W ONPAaBIAHOCTA 3a He(PUHUPAKE HA €NeH AeJ O IPCTEHOT BO BPCKA
CO HEKOU OJPEIEHU CBOjCTBA, TO] MEJ CE HAPEKYBa Paukan HaQ NPCMEHOM.

Bo nouerok ru pasriemyBame OBUE TEOPEMU:
Heka ce I, I, morupcrenu wa npcresor R. Ilox 36up I} + Is Ha oBuMe moT-
npcrenu, ce noapaszbupa MHOKeCTBOTO I1 + Is = {iy + is|iy € I1,i2 € I5}.

Teopema 1.1. ([5], str.397). Axo I, Iy ce udeaau na npcmenom R, mozaw u
I+ I, = {iy + isliy € I1,i2 € I2} e udean na R.

Heka ce I, I, ..., Iy, ... (He MOopa ma e KOHeUYeH BpOj) €IHO MHOMKECTBO HA
nornpcrern Ha npcreHor R. Ilon Husen 36up, mrTo ke ro o3Hauume » . Ij, ce

k

noxpasdupa MHOKECTBOTO y . Ip = {i1 +ia + ... + i + ...||ix € I1,i2 € I3, ...}.
k

IMopaau rope HaBEAEHOTO, ja UMaMe CJIeTHABA:

Teopema 1.2. ([2], str.4). 36upom wa xoe 6uro mMHoxcecmeo udeant, Ha eder
npcmen, UCmo maka € udean Ha nNPCmeHom.

Heka e v emma kiaca HA IPCTEHM TAKA ITO:
a) Y € XOMOMOD(HO 3aTBODEHA, T.€:
A€~y up:A— B e xoMmoMopduszam, ToBiIeKyBa B € 7.
b) 3a ceroj npcren A, 36upor v (A4) => (I <A|I € v) ucro Taka e BO 7.
¢) v (A/v(A)) =0, 3a ceroj npcren A.
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Hedunnrnuja 1.1. ([1],str.22). Kaacama v wa npemenu Koja 2u 3a00804Y8a
yeaosume a), b), ¢), ja napekysame pamuraaHa kixaca. Y(A) ce suka y-padukan
Ha A uau waxpamxo padukan na A. lpcmenom A ce suka y-paauKaIeH IIPCTEH
axo A € v = v(A) = A

Yecnosure a), b), ¢) ce OCHOBHM yCJOBU 32 MOTUBUPAHE U OIPEILyBAHE
Ha pamukasoT. Jla ce mOKaske IEKa OBUE YCJOBU Ce 3aIOBOJICHU WJIM HE, 3a
HEKOW KJIACH Ha MPCTEHU He e JIeCHa paboTa. 3aroa HUe TexkrHeeMe na Gapame
EKBUBAJIETHU YCJOBU CO HUB.

Teopema 1.3. ([1],str.22). Axo eamcam ycaosume a) u b) 60 edna xaaca Ha
NPCMENY 7Y , MO2AUL YCAOBOM, C)€ EKEUBAAEHNEN CO:
¢) Axo I e udean na npemenom A u axo I u A/I ce 6o v, moeaw u A e 6o 7.

Kora knacara v Ha IpcTeHUTE I'O 3300BOJyBa YCIOBOT C) TOTAIl BUKAME
IEeKA 7Y € 3aMB0PERG 80 8PCKA CO NPOWUPYBABA.

Teopema 1.4. Axo ce npufamam ycaosume a) 4 €) 80 KAGCAMA Y HA NPCMEH-
ume, mozaw ycaosom b) e exeusanenmen co:
B) Axo I C I, C ... C Iy C ... e pacmeukxa Hu3a Ha udeasu 00 npcmenom A u
ako cexoja I e 6o v, mozaw Y I\ e 6o 7.

X

Hoxkas. IlpermocraByBame neka Basku b) u mexka B =Y I\. Ho, ox b) numame
)

neka Iy e Bo v (B), u 3atoa B = v (B) e BO 7; IOKaskaBMe Baka JeKa Basku b).

O6paTHO, mpeTmocTaByBaMe Aeka Basxku b). IlpumenyBajim ja JemaTa Ha
Hopn 3a mocroemero Ha MakcumasieH y-uneaid B Bo A u ako K e koj 6uno
~v-uneaa Bo A toram (B+ K)/K = B/(BNK) e Bo v, cuopen a). Tarka K
u (B+ K) /K ce Bo v u ciopen ¢) B+ K ucro taka e Bo v . Bunején B e
MAaKCUMAaJIeH UIeall CO 0Ba CBOjcTBO, K ceraro ke 6uzne Bo B, v(A) = B e Bo
v . CBOjcTBOTO b) Basku, U HOKA30T € 3aBPIIEH.

Kora rmacara 7 Ha OpCTEHHUTE TO 3aI0BOJYBa yCJIOBOT b) TOram BHUKame
€K Y € CO UHOYKMUBHO C80JCMEO.
On mBeTe ropeHaBeneHU TBPIEHA ja MMaMe CJIETHABA:

Teopema 1.5. ([1], cmp.23). Kaacama v na npemenu e kaaca Ha palukani
MO0 U CAMO MO2AUL KO2Q:

a) vy e ToMoMOpPHO 3ameopena

b) v e co undyxmueno ceojcmeo

€) v € 3ameopena 80 8pPCKaA CO NPOUUPYEAHA.

2. HWJINPCTEHU, HUJIPAIIUKAJIN

Hepununuja 2.1. ( [2], crp.18). Euemernror z Ha npcreHor R ce Buka
HuimoresnTed ako dn € N,2” = 0 (N e MHOXECTBOTO Ha IO3UTUBHUTE I[N
6poesn). IIpcrenor R ce BUKa HUJIIPCTEH aKO CEKOj HETOB €JIEMEHT € HUJIIO-
teuTen. Wneanor I Ha mpctenor R ce Buka Huimnmeas Ha R ako [ e Hui-
IIPCTEH.
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Co s ro o3zmauyBame cBojctBoTo Vo € R, In € N; 2" = 0. CBojcTBOTO S Ce
BUKA HUJI CBOjCTBO. B0 OBUE yCJIOBU, HUE MOKEME 1A PeUueMe MeKa HUIMPCTEH
€ IpCcTeHOT R mMTO ro MCHOJHYBa HUJICBOjCTBOTO S. EIEH TAKOB MPCTEH MOKE
Ia ce BUKA U S-TIPCTEH.

Jlema 2.1. (2], emp.19).

i) Axo R e Huanpcmen mozaws CexKoj nomnpcmer U Cekoja ToMOMOPPHA CAUKG
na R e nuanpemen.

1) Axo I e udean wa R u I, R/I ce nuanpcmenu, mozaw R e nuanpcmen.

Jlema 2.2. 3b6upom wa dsa Huaudeara e HUAUOEAA.

Iloka3. Hera ce I u J mununeanu Bo R. Cnopen Bropara TeopeMma 3a
nzomoppuzam mmame: (I+.J)/J =2 I/(INJ), xane (I +.J)/J e munumean
cunopen Jlema 2.1.47), nomexa I/ (I NJ) e HUIMIEAT KAKO XOMOMOP(HA CIUKA
va I. Bunejéu I, J, (I +J)/J ce aumuneanu toram mnobusame mexa I + J e
HUJIAIEAT.

Basupajtu ce na Jlemara 2.2, co MmaTeMaTUyKa UHAYKIAja Ce NOKAKYBa U
CJI€JHOBO CBOjCTBO:

IMocaemuna 2.1. 36upoT Ha eneH KOHEUYEH OpOoj HA HUIUAEAJM € HUJIUIeaJl.
On ropeHaBeneHOTO ClleLyBa:

Jlema 2.3. ([2], emp.19). 36upom na xoe buro mroxmcecmeo nuaudeary 6o R e
ruaudean 80 R.

[Momony ke nokaskeme meka kaacara S Ha S-IPCTEHUTE € KIACA HA PAJIUKAII.
a) On Jlema 2.1.7) crenyBa meka cekoja XOMOMOP(HA CIMKA HA €IEH S-IPCTEH
€ S-IIPCTEH, T.e. KiacaTa S € XOMOMOP(HO 3aTBOPEHA.
¢) On Jlema 2.1.i7) cnenysa meka, ako I e ugeasn Bo R u I, R/I ce Bo knacara
S, toramm u R e Bo S. OBa Hu moTBpayBa Oeka kaacara S € 3aTBOPEHA BO
BPCKa CO OPOMIMPYBAA.
b) On Jlema 2.3 cremyBa neka 3a cexoj npcren R, S(R)=> (I<R|I€S) e
BO kJacara S.

Basupajkéu ce ma Teopemara 1.4, mpousieryBa mneka TOPEHABEAEHOTO CBO-
jCTBO b) € eKBUBAJIEHTHO CO:
b) Ako I C I, C ... C Iy C ... e exHa pacTeuvka HU3a HA HUJIUAEATU BO

npcreroT R toram 36upot Y, I\ e Bo S.
p\
Kako mocmenuria ma Teopema 1.5, ja umame cienHaBa

Teopema 2.1. Kaacama S e xaaca na paduxani.

OBaa Teopema HU TOKakKyBa Heka S(R) e paaukaJ Ha HUIIPCTEHOT R.
S(R) ro Burame HuIpaaukaa Ha npcreHor R. On ropenaseneHuTe ycaoBu b)
u b), npousnerysa mexa S(R) e HAjroaeMUOT HUIKMAEAT BO NPCTEHOT R.

Hepuuaunuja 2.2. Hajrozemuor Hummmeasa BO HUINPCTEHOT R ce Buka u
rOpeH HUJIpaIuKaJ wiv Huipaaukan Ha Kjora. Ce ozmauysa co K(R).
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3ariyuok 2.1. ([3], ctp.47). Bo cekoj npcren R, 36UpoT HA €JHO MHOKECTBO
OJl HETOBU HUJIMIea u e Huiaumeas Bo R . 3aroa, BO cekoj mpcren R moctou
ropanoTr Huapamukaa K(R) u ce coBnara co 30MpOT Ha CUATE HUIUACATIU HA
upcrenor R . Axo I e umean Bo upcrenor R, roram K(I) =INK(R). 3a
cexoj upcred R, darxrop-upcrenor R/K(R) HeMa HuIMmea n PAa3iUdYHU O]
Hysa u 3aroa K (R/K(R))=0.

Hedunnnuja 2.3. ([3], crp.47). IIpcrenor R ce Bura K-pamukased, ako
R = K(R). Ilpcrenor @ ce Buka K-moaynpoct (semi-simply), ako K(Q) = 0.

Teopema 2.2. ([3], emp.47). Ipcmenom R e K-padukasen mozauw, U camo
mozaw Kxoza moj e nuanpemen. Ilpecmenom Q e K-noaynpocm mozaw, u camo
mozaul , Koea moj wema Husudeanu pazauky 00 wyaa. Cexoj udean wa K -
paduxanen npcmen e K -padurasen npemen u cexoj udean wa K -noaynpocm
npcmen e K -noaynpocm npcmen.

3. TOPHMOT HUJIPAIIMKAJI CBP3AH CO
EJIEH IJECEH NIEAJI

Basupajku ce BO TrOpeHaBEIEHNOT TEOPETCKU OCBPT 3a HUJIPAIUKAJIOT HA,
eleH MPCTEH, HUe MOIO0JY Ke Mpe3eHTUPaMe TEOPETCKU OCBPT 3a MOUMOT Ha
TOPHMOT HUJIPAOUKAJ CBP3aH CO €NEeH €NHOCTPAH KOeaJs Ha €IeH IPCTEH.
HammoT Teoperckn ocBpT ke Oume CBp3aH CO AECHUOT UaeaJi, Ouaejkn Teoper-
CKMOT OCBPT CBP3aH CO JEBUOT UIAECAJ C€ KOHCTPyUPA HA AHAJIOIMEH HAYWH.

Hera P e mecen mmean Bo mpcTeHOT K.

Jepuuaunuja 3.1. IIpcrenor R ce BUKa HUIIPCTEH CBP3aH CO NECHUOT MIEAJl
P,akoVae R, Ine N, a™ € P.

Wneanor I ce Bura HuUIMIZEaJ CBp3aH cO mecHUOT mmeana P, ako I e mHui-
MPCTEH CBP3aH CO OeCHUOT uaeaa P.

Jlema 3.1. ([6], cmp.114).

a) Cexoja TomoMopPra cauka u cexoj NOMNPCMeER Ha HUANPCMEROM C8P3AH
co decruom udeas e ucmo Mmaka HUANPCmen cep3an co 0eCHUOM UJEAN.

b) Axo udeanom I 6o R u paxmop-npcmenom R/I ce nuanpcmenu cepsanu co
decruom udean P mozaw u R e nuanpcmen cepsan co P.

¢) Bo eden npemen R, 3a cexoe KONEUHO MHONCECMEO KA HUAUDEAAU CEPIANU
co udeanom P, nuenuom 30up e nuaudean cepsan co decruom uodean P.

Basupajtu ce ma teopemara 1.4 om Touka 1, mpomsieryBa meka ropeHaBe-
IEHUOT YCJIOB C) € €KBUBAJIEHTEH CO:

¢) Ako I C I, C ... C I, C .. e egHa pacrevka HU3a HA HUIUIEAIN
CBp3aHU O mecHUOT upean P ma R, toram 306upor Y I, e HUIMZEaa CBp3aH
X

co mecHuoT mueaia P.
Nmajku ja nmpensBun gedpuHUnMjaTa HA HUJIPAAUKAJIOT Ha Kjora, ja 3emame
oBaa
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Hedmaumuja 3.2. ['oper HUIpaIUKATI CBP3aH CO JeCHUOT uneaa P Bo npcreH-
or R ce BukKa HAjroaeMuoT HUAXAEAT CBp3aH co mecHuoT maeaa P. Ce o3-
nauysa K (R, P).

3awximyuok 3.1. Bo mpcrenor R, 30upoT Ha CeKOe KOHEUYHO MHOYKECTBO Ha
HUNIUIEANU CBP3aHU CO NECHUOT maeas P e Huimmeas CBp3aH CO JECHUOT
unean P. 3aroa, Bo cekoj upcrer R, mocrou ropuuor Hunapamukaa K(R, P)
CBP3aH CO meCHUOT uaeas P u Toj ce coBmara co 30UpOT HA CUTE HUIUACATIN
cBp3aHu co mecHmoT maeas P. Axko I e mmean cBp3aH CO OeCHUOT uaeana P
Ha npcrenor R, roram K(I,P)=1NK(R,P).

Hepuuaunuja 3.3. Ilpcrenor R ce Bura K-paankajeH IPCTEH CBP3aH CO
nmecuuot uneasa P, ako R = K(R, P).

4. TOPHMOT HUJIPAIIMKAJI CBP3AH CO ENEH NIECEH UIEAJI
HA IIPCTEHOT (Z[v2],+,)

Heka Z[v/2] ro o3mauyBame MHOMKECTBOTO GPOEBU O TUIOT T = a + by/2
KajJe mTo a, b ce menm O6poja, 3HAYUUN

Z[V2) = {a +bv2la,b e Z} .

Bunejéu =,y € Z[V2] = = —vy, vy € Z[\/2], umame mexa (Z[ﬂ],—l—,) e ToT-
OPCTEH Ha NPCTeHOT R Ha peajHWUTE GPOEBU.
Co P[V2] ro osnauysame muoskectsoTo {a + bv/2|a = 2r,b=2s,r,s € Z}. Jac-

HO e nmexa P[V2] = {2z|x € Z[V/2]}.
Teopema 4.1. Mnoocecmeomo P[v/2] e decen udean so npcmenom (Z[v/2], 4+, ).

Co N(Z[V2], P[V/2]) ro osmauyBame MHOKeCTBOTO Ha Gpoesute = € Z[v/2]
taxsu mTo =" € P[\/2] 3a cexoj mpupomer 6poj n > 2, T.e.

N(Z[V2], PIV2)) = {z € Z[V2]|[¥vn €N, n > 2, 2" € P[V2]}. (1)

Teopema 4.2. Mrnoxcecmaomo P[\/2] e sucmuncko noomHmoncecmeo ma MHoxcec-
meomo N(Z[v2], P[V2]).

HaBucTuHa, Ba:KaT TBpICHATA:
1. Vp € P[V2], ¥n €N, n > 2, umame p" = (22)" = 2(2" 1a™) = 2y € P[V/2],

6unejiu Z[v/2] e npcren, ma y = 2" 1z" € Z[\/2]. 3naun,

Vp € P[V2], p" € P[V2]za¥n €N, n > 2. (2)

2. 3Bemame x = a+ b/2 € Z[\V2|, kame a = 2r, b = 2s+1 u rs € Z.
Bunejéu b we e mapes, x ¢ P[\@] Cenak mobusame z2 € P[\/§] , Topaau
2% = (a+ b\/§)2 = a? + 2abv/2 + 2b* = 2[(2r% + b?) + 2rbV/2] € P[V2].
Co MaTeMaTnyka MHIYKIU]a Ce€ NOKAa:KyBa Oeka x'" € P[\/i] 3aVneN, n>2.
3uauu,

Vo =2r +bvV2 e Z[V2], 2" € P[V2]3aV¥n e N, n > 2. (3)
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Ox (2) u (3)
PIV2] C N(Z][V2], P[V2)). (4)

Teopema 4.3. Bo N(Z[/2], P[v/2]) npunafaam camo dea muna na 6poesu 00
ZIV2], u mue ce:

1) 6poesume 00 munom a+ bv/?2, xadea=2r, b=2s ur,s€ Z;

2) 6poesume 00 munom a +b\/2, xadea=2r, b=2s+1ur,scZ;

Ba x=2r+1+bV2, kage r, b € Z, nmame
2 =2(2r% + 2r +b) + 1+ 2(2r + 1)bV2 ¢ P[V?2)]

On cero Toa, koj 6umo 6poj z € N(Z[V2], P[v2]) Moxe ma ce samumre
KaKo
2 =2r+bV2, xamer, b e Z. (5)
Axo b = 2s, Toram 6pojoT z € On MPBUOT TUI, U ako b = 2s + 1, Toram
OpojoT z € O BTOPUOT THII.

Teopema 4.4. Muoxcecmeomo N (Z[/2], P[v2]) e decen udean eo npcmenom
Z[\V2] cepsan co decrnuom udear P[\/2] .

Jloxkas.

1. Cropen (5) 3a cexon z1, 29 € N (Z[\/2], P[V2]) mocrojar r1,79,b1,bs € Z,
TAKBU WTO 2y = 271 +b1V/2, 20 = 2ry 4+ bo/2. Mmanme 21 — 20 = (21 + b1V/2) —
(27"2 + bz\/i) = 2(’/‘1 — 7‘2) + (b1 — bz)\/i

3Hauu,
Vz1, 22 € N(Z[V2], P[V2)), 21 — 2 € N(Z[V2], P[V2)).
2. Axo, z € N(Z[V2], P[V2)]), = € Z[\V2], roram z = 2r+b\/2, x = c+dV/2,

3a mekou 1,b,c,d € Z, na
zx = 2rc+ 2bd + (cb + 2rd\/§> € N(Z[V2], P[V2))

On Hepunumuja 3.1 u Teopema 4.4, usnerysa mexa N(Z[v2], P[V2]) e
IEeCeH HWINIEAJ BO IIPCTEHOT Z[\/i] CBpP3aH CO NECHUOT UIeal P[\/i]

[oxpaj momamuoskectsoro N (Z[v/2], P[v?2]) na mpcrenor Z[v/2], ru pasrie-
IyBaAMe U CJIETHUBE IIOIMHOKECTBA

I ={a+b/2la=2rb=2sursc7Z}

I ={a+b/2la=2rurbcZ},
Dunejéu I; = P[\/i}, cnopen (2), mpousnerysa neka I; e meceH HMIMIEAT BO
Z[V/?2] cepsan co P[v?2]. Bunejéu u I, = N(Z[v2], P[V2]), Toram cropen
TeopeMa 4, umaMe geka u s e JeceH HUIuIeal BO Z[ﬁ] CBpP3aH CO P[\/i] .
Bopouewm, nmajéun ja npenBun teopema 3, Tue Ce €AUCTBEHUTE TAKBU HUJIIE-
amu. Ilomeka, mvajku ja mpeasun reopema 2, mvmame I, +1, = N(Z[V2], P[V2]).
U 3a xpaj, mmmaeanor N (Z[v/2], P[v2]) e 36up Ha cuTe necHU HUIATEATN HA
npcrenor Z[v/2] cep3amu co mecumor unean P[y/2]. Bunejéu N (Z[v?2], P[V2])
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e HAjTOIeMUOT HuInaea Bo npcterot Z[v/2] cp3an co mecuot umeasn Plyv/2],
TOram CHopex nepUHUNMjaTa Ha TOPHUOT HUJIPANUKAJ CBP3aH CO €leH NeCeH
unear, uznerysa aexa N(Z[v2], P[v/2]) e roper HuIpamMKas HA TIPCTEHOT
Z[\/2] cep3an co mecmmor unean P[y/2].

3a6esemka: Dunejku npcreror Z[v/2] € KOMyTaTHBEH IPCTEH, HAE HAMECTO
3a eCHU HUJTMIEAJ MO%eMe 1a 360pyBaMe camo 3a mumneamu u 3a N (Z[v/2],
P[V2]) MoskeMe ma KaskeMe NeKa e TOPEH HWJIPAIWAKAJ HA TMPCTEHOT Z[v/2]
cBp3aH co uneasor P[y/2].
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