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ZA EDNA KLASA MATRIQNI DIFERENCIJALNI
RAVENKI QIE OPXTO REXENIE E POLINOM

BORO M. PIPEREVSKI

Apstrakt. Vo ovoj trud se razgleduva edna klasa matriqni

diferencijalni ravenki. Za taa klasa se dobieni potrebni i

dovolni uslovi za opxto rexenie polinom. Pri toa e dobiena

i soodvetnata formula za opxtoto rexenie.

Neka e dadena matriqna linearna diferencijalna ravenka od vid:

(1) P · X′ + M · X = 0,

kade

P =
[

t − a 0
0 t − b

]
, M =

[
A B
C D

]
, X =

[
x1(t)
x2(t)

]
, X′ =

[
x′

1(t)
x′

2(t)

]
,

X - matriqna funkcija, A, B,C, D, a, b, se realni broevi, x1(t), x2(t)
realni funkcii od edna realna promenliva t i x′

1(t), x
′
2(t) nivni prvi

izvodi.

Definicija. Ravenkata (1) ima polinomno rexenie od stepen n ako

matricata Xn =
[

Pn(t)
Qn(t)

]
, kade Pn(t) i Qn(t) se polinomi od stepen n,

e rexenie na ravenkata (1).

Lema. Ravenkata (1) so transformacijata definirana so X = T · Y,

kade Y e novata matriqna funkcija i

T =
[

(t − a)−A(t − b)1−D 0
0 (t − a)1−A(t − b)−D

]
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e matricata na transformacijata, se transformira vo ravenka od ista

forma

P1 · Y′ + M1 · Y = 0,

kade

P1 =
[

t − b 0
0 t − a

]
, M1 =

[
1 − D B

C 1 − A

]
.

Dokaz: So direktna zamena.

Teorema 1. Ravenkata (1) so uslovot A ·B ·C ·D �= 0, ima edno nenulto

rexenie konstanta ako i samo ako r(M) = 1 (r(M) e rang na matricata

M). Pri toa rexenieto e dadeno so formulata X1 =
[

1
−A

B

]
.

Dokaz:

Neka X∗ = K,K =
[

k1

k2

]
, k1, k2 �= 0, e nenultoto rexenie kon-

stanta na ravenkata (1). So direktna zamena vo ravenkata (1) se dobiva

ravenkata M ·K = 0. Znaqi matriqnata algebarska ravenka M ·W = 0
ima nenulto rexenie W1 = K i spored teoremata na Kroneker Kapeli za

homogeni linearni algebarski sistemi r(M) = 1 ((r(M) > 0, r(M) < 2).

Neka r(M) = 1. Togax matriqnata algebarska ravenka M · W = 0,

ima barem edno nenulto rexenie W1 = K, K =
[

k1

k2

]
, k1, k2 �= 0, za koe

M·K = 0. Bidejḱi K e konstanta matrica, X∗ = K e nenultoto rexenie

konstanta na ravenkata (1). Formulata za toa rexenie se dobiva od

matriqnata algebarska ravenka M · W = 0.

Teorema 2. Ravenkata (1) so uslovot A ·B ·C ·D · (A ·D−B ·C) �= 0, ima

edno polinomno rexenie od stepen n i nema drugo polinomno rexenie

od stepen pomal od n ako i samo ako postoi priroden broj n taka xto

r(M + nE) = 1,r(M + kE) = 2, k < n, k− priroden broj, E =
[

1 0
0 1

]
.

Pri toa rexenieto e dadeno so formulata

(2) Xn = T−1
2 · [T−1

1 · K](n),

kade K =
[

1
−A+n

B

]
,

T−1
1 =

[
(t − a)A+n(t − b)D+n−1 0

0 (t − a)A+n−1(t − b)D+n

]
,
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T−1
2 =

[
(t − a)−A(t − b)1−D 0

0 (t − a)1−A(t − b)−D

]
.

Dokaz: Neka Xn e edno polinomno rexenie na ravenkata (1) od stepen

n i neka nema drugo polinomno rexenie so stepen pomal od n. So n
posledovatelni diferenciraǌa na ravenkata (1) se dobiva ravenkata

(3) P · X(n+1) + (M + nE) · X(n) = 0.

So zamena X = Xn vo poslednata ravenka (3) se dobiva identitet

P ·X(n+1)
n +(M+nE) ·X(n)

n = 0, odnosno (M+nE) ·K = 0 , K =
[

k1

k2

]
,

k1, k2 �= 0, bidejḱi X(n+1)
n = 0,X(n)

n = K �= 0. Spored toa algebarskata

matriqna ravenka (M + nE) · W = 0 ima nenulto rexenie W1 = K
xto znaqi r(M + nE) = 1. Bidejḱi matriqnata ravenka po uslov nema

polinomno rexenie od stepen pomal od n sledi r(M+kE) = 2, k < n, k−
priroden broj.

Neka postoi priroden broj n taka xto r(M + nE) = 1,r(M + kE) =
2, k < n, k− priroden broj. So n posledovatelni diferenciraǌa na

ravenkata (1) se dobiva ravenkata (3). Neka ja razgledame algebarskata

matriqna ravenka (M + nE) ·W = 0 . Od uslovot r(M + nE) = 1 sledi

deka taa ima nenulto rexenie W1 = K, K =
[

k1

k2

]
, k1, k2 �= 0. Ako

stavime X∗(n) = K go dobivame identitetot P · X∗(n+1) + (M + nE) ·
X∗(n) = 0, bidejḱi K e konstanta matrica. Vo soglasnost so postapkata

od X∗(n) = K se dobiva deka X∗
e matrica polinom od stepen n i e

rexenie na ravenkata (1). Ako pretpostavime deka ravenkata (1) ima i

drugo polinomno rexenie Xk od stepen k < n, togax po k posledovatelni

diferenciraǌa na ravenkata (1) se doaǵa do ravenkata P ·X(k+1)
k +(M+

kE) ·X(k)
k = 0, odnosno algebarskata matriqna ravenka (M+kE) ·K = 0,

kade X(k)
k = K �= 0 , xto e vo protivreqnost so pretpostavkata r(M +

kE) = 2.

Neka se zadovoleni uslovite od teoremata i neka ja razgledame difer-

encijalnata matriqna ravenka P ·U′+(M+nE) ·U = 0. Spored teorema

1 taa ima edno nenulto rexenie konstanta dadeno so U1 =
[

1
−A+n

B

]
.

So transformacijata U = T1 · V,

T1 =
[

(t − a)−(A+n)(t − b)1−(D+n) 0
0 (t − a)1−(A+n)(t − b)−(D+n)

]
,
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ovaa ravenka spored lema 1 se transformira vo ravenkata P1 ·V′ +M2 ·
V = 0, kade

P1 =
[

t − b 0
0 t − a

]
, M2 =

[
1 − D − n B

C 1 − A − n

]
.

So n posledovatelni diferenciraǌa na poslednata ravenka se dobiva

ravenkata P1 · V(n+1) + (M2 + nE) · V(n) = 0, od kade posle smenata

V(n) = Z se dobiva ravenkata P1 · Z′ + (M2 + nE) · Z = 0. Na krajot so

transformacijata Z = T2 · X,

T2 =
[

(t − a)A(t − b)D−1 0
0 (t − a)A−1(t − b)D

]
,

vo poslednata ravenka , spored lema 1, se dobiva ravenkata (1). Vo

soglasnost so smenite, transformaciite i postapkata, za polinomnoto

rexenie na ravenkata (1) se dobiva formulata (2).

Teorema 3. Ravenkata (1) so uslovot A ·B ·C ·D �= 0 , ima edno nenulto

polinomno rexenie konstanta i vtoro polinomno rexenie od stepen m
ako i samo ako r(M) = 1 i postoi priroden broj m taka xto A+D+m =
0 ili r(M + mE) = 1 i −A,−D−prirodni broevi. Pri toa opxtoto

rexenie e dadeno so formulata

(4) X = C1X1 + C2X2,

kade X1 =
[

1
−A

B

]
, X2 =

[
B

∫
(t − a)−A−1(t − b)−Ddt

D
∫

(t − a)−A(t − b)−D−1dt

]
, C1, C2 proizvolni

konstanti.

Dokaz: Neka ravenkata (1) ima edno nenulto polinomno rexenie kon-

stanta i vtoro polinomno rexenie od stepen m. Od teorema 1 sledi

r(M) = 1 i obratno so toa xto X1 =
[

1
−A

B

]
.

Ravenkata od vid P1 · Y′ + M3 · Y = 0, kade

P1 =
[

t − b 0
0 t − a

]
, M3 =

[ −D B
C −A

]
,

spored teorema 1 ima edno nenulto rexenie konstanta Y1 =
[

B
D

]
.

So transformacijata,Y = T3 · Z,

T3 =
[

(t − a)A+1(t − b)D 0
0 (t − a)A(t − b)D+1

]
,

spored lema1 se dobiva ravenkata

(5) P · Z′ + (M + E) · Z = 0.
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Od druga strana ako ravenkata (1) se diferencira ednax se dobiva

P ·X” + (M+E) ·X′ = 0 od kade so sporedba so poslednata ravenka (5)

va�i X′ = Z. Vo soglasnost so soodvetnata smena i ovaa vrska, za edno

rexenie na ravenkata (5) se dobiva Z1 = T−1
3 · Y1, i za vtoro rexenie

na ravenkata (1) se dobiva X2 =
∫

T−1
3 · Y1dt od kade sledi formulata

za vtoroto rexenie

X2 =
∫

T−1
3 · Y1dt =

[
B

∫
(t − a)−A−1(t − b)−Ddt

D
∫

(t − a)−A(t − b)−D−1dt

]
.

Za da bide ovaa rexenie polinom od stepen m treba da va�i A+D +
m = 0, −A,−D−prirodni broevi. Togax opxtoto rexenie e polinom

daden so formulata (4).

Teorema 4. Ravenkata (1) so uslovot A ·B ·C ·D · (A ·D−B ·C) �= 0, ima

opxto rexenie polinom ako i samo ako postojat prirodni broevi n i m
taka xto r(M + nE) = 1 , A + D + 2n + m = 0 ili r(M + (n + m)E) = 1
i −(A + n),−(D + n)−prirodni broevi. Pri toa opxtoto rexenie e

dadeno so formulata

(6) X = C1Xn + C2Xn+m,

kade

Xn = T−1
2 · [T−1

1 · K](n),Xn+m = T−1
2 · [T−1

1 · Q](n),K =
[

1
−A+n

B

]
,

Q =
[ ∫

(t − a)−(A+n)−1(t − b)−(D+n)dt

−A+n
B

∫
(t − a)−(A+n)(t − b)−(D+n)−1dt

]
,

C1, C2 proizvolni konstanti.

Dokaz: Neka ravenkata (1) ima opxto rexenie polinom pri xto edno

polinomno rexenie Xn od stepen n i vtoro polinomno rexenie Xn+m

od stepen n + m. Togax spored teorema 2 va�i r(M + nE) = 1 i

Xn = T−1
2 · [T−1

1 · K](n),K =
[

1
−A+n

B

]
.

Ponatamu po n posledovatelni diferencirǌa na ravenkata (1) se dobiva

ravenkata P ·X(n+1) +(M+nE) ·X(n) = 0. So smena X(n) = Y se dobiva

ravenkata P · Y′ + (M + nE) · Y = 0, koja soglasno smenata ima edno

nenulto rexenie konstanta Y1 =
[

1
−A+n

B

]
i vtoro polinomno rexenie

od stepen m. Togax spored teorema 3 va�at uslovite r(M + nE) = 1,
A + D + 2n + m = 0 ili r(M + (n + m)E) = 1 i −(A + n),−(D +
n)−prirodni broevi.
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Neka se zadovoleni uslovite od teoremata. Togax spored teorema 2

ravenkata (1) ima polinomno rexenie od stepen n, a spored teorema 3

ravenkata P ·Y′ + (M + nE) ·Y = 0, ima polinomno rexenie od stepen

m i soglasno smenata X(n) = Y ravenkata (1) ima polinomno rexenie

od stepen n + m. Vo soglasnost so formulata za soodvetnoto vtoro

rexenie od teorema 3, za vtoroto polinomno rexenie od stepen n + m
na ravenkata (1) se dobiva formulata Xn+m = T−1

2 · [T−1
1 · Q](n)

kade

Q =
[

B
∫

(t − a)−(A+n)−1(t − b)−(D+n)dt

−A+n
B

∫
(t − a)−(A+n)(t − b)−(D+n)−1dt

]
.

Zabelexka 1: Od uslovot r(M + nE) = 1 se dobiva ravenkata (A + n) ·
(D + n) − B · C = 0, od kade se dobiva kvadratnata ravenka x2 + (A +
D) · x + A · D − B · C = 0, koja se narekuva karakteristiqna ravenka

za matriqnata ravenka (1). Vsuxnost vo sluqaite koga ravenkata (1)

ima polinomno rexenie, stepenskiot pokazatel e koren na ovaa ravenka.

Korenite se i karakteristiqni (sopstveni) vrednosti na matricata M.

Zabelexka 2. Matriqnata ravenka (1) se doveduva do matriqna lin-

earna diferencijalna ravenka od vtor red od vid:

P2 · X” + P1 · X′ + P0 · X = 0,

kade

P2 =
[

(t − a)(t − b) 0
0 (t − a)(t − b)

]
, P0 =

[
AD − BC 0

0 AD − BC

]
,

P1 =
[

(A + D + 1)t − (A + 1)b − aD 0
0 (A + D + 1)t − (D + 1)a − bA

]
.

Polinomnoto rexenie na ravenkata (1) ke bide i edno polinomno rex-

enie i na ovaa matriqna ravenka.

Primer 1. Ravenkata P · X′ + M · X = 0, kade P =
[

t − 1 0
0 t − 2

]
,

M =
[ −3 1

1 −3

]
, ima opxto polinomno rexenie

X = C1

[
12t2 − 32t + 22
12t2 − 40t + 34

]
+ C2

[
(t − 2)4

(t − 1)4

]
.

Primer 2. Ravenkata na Le�andr

(t − 1)(t + 1)x1” + 2tx′
1 − n(n + 1)x1 = 0

koja ima samo edno polinomno rexenie od stepen n (klasiqen polinom

na Le�andr), mo�e da se svede na matriqnata ravenka P · X′ + M1 ·
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X = 0, kade P =
[

t − 1 0
0 t + 1

]
, M1 =

[
0 n

n + 1 1

]
, ili na druga

matriqna ravenka P · X′ + M2 · X = 0, kade M2 =
[

0 n + 1
n 1

]
. Pri

toa vtorata komponenta x2(t) na matriqnata funkcija ovozmo�uva da se

dobie diferencijalna ravenka

(t − 1)(t + 1)x2” + 2(t − 1)x′
2 − n(n + 1)x2 = 0,

koja ima isto taka rexenie polinom pridru�en na klasiqnite polinomi

na Le�andr.

Da zabele�ime deka vo ovoj sluqaj ne e zadovolen uslovot A·B ·C ·D �=
0.
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ON A CLASS OF MATRIX DIFFERENTIAL EQUATIONS
WHOSE GENERAL SOLUTION IS POLYNOMIAL

Boro. M. Piperevski

S u m m a r y

In this article a class of matrix differential equations we observe. The
necessary and sufficient conditions, under which this class has a general
polynomial solution, are obtained. The formula of that general polynomial
solution is also obtained.
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