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ZA EDNA KLASA NA LINEARNI OPERATORI

Aleksa Malqeski

Apstrakt
Vo [1] e e voveden poimot za 2-norma a vo [2] e naprave-

na ekvivalentna defincija na 2-norma. Vo ovaa rabota ḱe
razgledame edna klasa na ograniqeni linearni operatori
koi se generirani so ograniqen 2-linearen operator.

Vo svojata rabota Lineare 2-normierte raume, [1] S. Gähler ja ima
dadeno slednata definicija za 2-normiran prostor.

Neka X e vektorski prostor nad poleto Φ so dimX > 1 i
‖·, ·‖:X×X → R e funkcija koja gi zadovoluva uslovite:
(i) ‖x, y‖ = 0 ako i samo ako {x, y} e linearno zavisno mno�estvo.
(ii) ‖x, y‖ = ‖y, x‖, za sekoi x, y ∈ X
(iii) ‖αx, y‖ = |α| ‖x, y‖, α ∈ Φ, x, y ∈ X
(iv) ‖x+ x′, y‖ ≤ ‖x, y‖+ ‖x′, y‖, za sekoi x, x′, y ∈ X .

Funkcijata ‖·, ·‖ ja narekuvame 2-norma na vektorskiot prostor
X , a (X, ‖·, ·‖ ) go narekuvame 2-normiran prostor.

Neposredna posledica od defincijata se slednite dve lemi.
Lema 1. Ako (X, ‖·, ·‖) e 2-normiran prostor, togax ‖x, y‖ ≥ 0

za sekoi x, y ∈ X .
Lema 2. Ako (X, ‖·, ·‖ ) e 2-normiran prostor, togax ‖x, y‖ =

‖x, y + αx‖ za sekoi x, y ∈ X i za sekoj skalar α.
Kako posledica od defincijata na 2-normiran prostor i pret-

hodnite dve lemi vo [2] e doka�ano deka slednite uslovi (P1)–(P3)
se ekvivalentni so defincijata na 2-normiran prostor.

(P1) Ako ‖x, y‖ = 0, togax {x, y} e linearno zavisno podmno�estvo
od X
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(P2) ‖A(x, y)T‖ = |detA| ‖x, y‖, za A ∈M2(Φ) i x, y ∈ X
(P3) ‖x+ x′, y‖ ≤ ‖x, y‖+ ‖x′, y‖ za x, x′, y ∈ X .

Da zabele�ime deka pod mno�eǌeto A(x, y)T = A

[
x
y

]
podraz-

birame mno�eǌe na ist naqin kako xto e opredeleno mno�eǌe na
matrica so vektor kolona, odnosno

[
a11 a12

a21 a22

]
(x, y)T =

[
a11 a12

a21 a22

] [
x
y

]
= (a11x+ a12y, a21x+ a22y),

za A =
[
a11 a12

a21 a22

]
∈M2(Φ) i (x, y ∈ X2. Na ovoj naqin implicitno

e vovedena operacija ·:M2(Φ) ×X2 → X2, koja zaradi udobnost na
zapisite ponatamu ḱe ja koristime.

Skoro vo site raboti od 2-normirani prostori kako klasa
od linearni preslikuvaǌa koi se razgleduvaat se bilineranite
funkcionali. Se poka�uva deka bilinearnite funkcionali ne se
soglasni so aksiomite za 2-normiran prostor. Vo [3] e razgledano
podmno�estvo od mno�estvoto bilinearni funkcionali, odnosno
mno�estvoto alternativni linearni funkcionali na X × X koi
vo istata rabota se nareqeni 2-linearni funkcionali. Vo ovaa
rabota pod sliqni uslovi kako vo [3] ḱe gi razgledame presliku-
vaǌata od 2-normiraniot X vo normiraniot prostor X , pri xto
normata i 2-normata na X go zadovoluvaat uslovot

‖x, y‖ ≤ K‖x‖ ‖y‖, x, y ∈ X, (1)
kade xto K e konstanta koja xto ne zavisi od vektorite x i y.

Ograniqeni 2-linearni operatori

Neka X e vektorski prostor. So Δ2 ḱe go oznaqime mno�-
estvoto od site podredeni parovi (x, y), x, y ∈ X , takvi xto mno�-
estvoto {x, y} e linearno zavisno mno�estvo.

Definicija. Za preslikuvaǌeto Λ:X2 → X koe gi zadovoluva
uslovite

Λ
(
A(x, y)T

)
= (detA)Λ(x, y),

Λ(x+ x′, y) = Λ(x, y) + Λ(x′, y)
za x, x′, y ∈ X i A ∈ M2(Φ) velime deka e 2-linearen operator na
vektorskiot prostor X .

Mno�estvoto od site 2-linearni operatori na vektorskiot
prostor X ḱe go oznaquvame so L(X2, X).

Defincija. Za 2-linearniot operator na vektorskiot pros-
tor X , koj e normiran i 2-normiran vektorski prostor xto go
ispolnuva uslovot
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sup
(x,y)/∈Δ2

‖Λ(x, y)‖
‖x, y‖ < +∞,

velime deka e ograniqen. Brojot ‖Λ‖ = sup
(x,y)/∈Δ2

‖Λ(x,y)‖
‖x,y‖ go nareku-

vame norma na 2-linearniot operator.
Mno�estvoto od site ograniqeni 2-linearni operatori na

vektorskiot prostor X koj e normiran i 2-normiran vektorski
prostor ḱe go oznaquvame so B(X2, X).

Lema 3. Ako Λ:X2 → X e 2-linearen operator togax
Λ(αx, y) = αΛ(x, y) = Λ(x, αy).

Dokaz. Od defincijata na 2-linearen operator,

Λ(αx, y) = Λ
([

α 0
0 1

]
(x, y)

)
= det

([
α 0
0 1

])
Λ(x, y) = αΛ(x, y)

= det
([

1 0
0 α

])
Λ(x, y) = Λ

([
1 0
0 α

]
(x, y)T

)
= Λ(x, αy).

Spored toa, sekoj 2-linearen operator e homogen po sekoja od
promenlivite poodelno.

Lema 4. Ako Λ:X2 → X e 2-linearen operator, togax
Λ(x, y) = −Λ(y, x).

Dokaz. Neposredno od defincijata za 2-linearen operator,
imame

Λ(x, y) = Λ
([

0 1
1 0

]
(y, x)T

)
= det

([
0 1
1 0

])
Λ(x, y) = −Λ(y, x).

Spored toa, sekoj 2-linearen operator e alternativen.

Edna klasa na 2-linearni operatori od X vo B(X)

Vo ovoj del ḱe smetame deka X e 2-normiran i normiran pros-
tor, pri xto 2-normata i normata go zadovoluvaat uslovot (1).

Lema 5. Neka X e vektorski prostor so dimX > 1, Λ:X2 → X
e linearen operator pri xto (X2, ‖·, ·‖ ) i (X, ‖ · ‖ ) i 2-normata i
normata se povrzani kako vo (1). Ako Λ e ograniqen 2-linearen
operator, togax Λy0 :X → X , opredelen so

Λy0(x) = Λ(x, y0),

e ograniqen linearen operator vo (X, ‖ · ‖ ).
Dokaz. Od defincijata na 2-linearen operator, za proizvol-

ni x, x1, x2 ∈ X i α ∈ Φ imame
λy0(x1 + x2) = Λ(x1 + x2, y0)=Λ(x1, y0) + Λ(x2, y0)=Λy0(x1)+Λy0(x2),

Λy0(αx) = Λ(αx, y0) = αΛ(x, y0) = αΛy0(x).
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Znaqi, Λy0 e linearen operator. Od druga strana

‖Λy0(x)‖ = ‖Λ(x, y0)‖ ≤ ‖Λ‖ ‖x, y0‖ ≤ ‖Λ‖K‖x‖ ‖y0‖ = ( ‖Λ‖K‖y0‖ )‖x‖,
od kade xto gledame deka Λy0 e ograniqen linearen operator.

Lema 6. Neka X e vektorski prostor so dimX > 1, koj e
2-normiran i normiran prostor, pri xto 2-normata ‖, ·, ·‖ i nor-
mata ‖ · ‖ se povrzani kako vo (1). Ako Λ:X2 → X e ograniqen
2-linearen operator, togax preslikuvaǌeto ψ:X → B(X) oprede-
leno so

ψ(y) = Λy

e ograniqen linearen operator.
Dokaz. Neka y1, y2 ∈ X se proizvolno zadadeni. Togax za

proizvolen x ∈ X , imame
ψ(y1 + y2)(x) = Λy1+y2(x) = Λ(x, y1 + y2) = Λ(x, y1) + Λ(x, y2)

= Λy1(x) + Λy2(x) = (Λy1 + Λy2)(x) =
[
ψ(y1) + ψ(y2)

]
(x) .

Od proizvolnosta na x ∈ X dobivame ψ(y1 + y2) = ψ(y1) + ψ(y2),
odnosno ψ e aditiven operator. Za α ∈ Φ, y ∈ X , i za proizvolen
x ∈ X imame

ψ(αy)(x)=Λαy(x)=Λ(x, αy)=αΛ(x, y)=αΛy(x)=(αΛy)(x)=
[
αψ(y)

]
(x).

Od proizvolnosta na x ∈ X , dobivame ψ(αy) = αψ(y), odnosno ψ e
homogen operator. Spored toa ψ e linearen operator.

Od druga strana, ‖ψ(y)‖ = ‖Λy‖ ≤ K‖Λ‖ ‖y‖, pa spored toa ψ e
ograniqen linearen operator i negovata norma e pomala od K‖Λ,
t.e. ‖ψ‖ ≤ K‖Λ‖.

Zabelexka. Bidejḱi operatorot ψ e opredelen so 2-linear-
niot operator Λ ∈ B(X2, X) nego ḱe go oznaquvame so ψ = ψΛ.

Lema 7. Neka X e vektorski prostor so dimX > 1, koj e
2-normiran i normiran prostor, pri xto 2-normata ‖·, ·‖ i nor-
mata ‖ · ‖ se povrzani kako vo (1). Preslikuvaǌeto Θ:B(X2, X) →
B

(
X,B(X)

)
opredeleno so Θ(Λ) = ψΛ e ograniqen linearen opera-

tor koj e injektiven.
Dokaz. Neka Λ1,Λ2 ∈ B(X2, X) i y ∈ X e zadaden vektor.

Togax za proizvolen x ∈ X imame[
ψΛ1+Λ2(y)

]
(x) = (Λ1 + Λ2)y(x) = (Λ1 + Λ2)(x, y) = Λ1(x, y) + Λ2(x, y)

= Λ1,y(x) + Λ2,y(x) =
[
ψΛ1(y)

]
(x) +

[
ψΛ2(y)

]
(x)

=
[
ψΛ1(y) + ψΛ2(y)

]
(x) =

[
(ψΛ1 + ψΛ2)(y)

]
(x).

Od proizvolnosta na x ∈ X , dobivame ψΛ1+Λ2(y) = (ψΛ1 +ψΛ2)(y), a
od proizvolnosta na y ∈ X sleduva



ZA EDNA KLASA NA LINEARNI OPERATORI 35

ψΛ1+Λ2 = ψΛ1 + ψΛ2 .

Spored toa,
Θ(Λ1 + Λ2) = ψΛ1+Λ2 = ψΛ1 + ψΛ2 = Θ(Λ1) + Θ(Λ2).

odnosno Θ e aditiven operator.
Neka α ∈ Φ, Λ ∈ B(X2, X). Za slikata na 2-linearniot opera-

tor αΛ, ψαΛ, imame
[
ψαΛ(y)

]
(x) = (αΛ)y(x) = (αΛ)(x, y) = αΛ(x, y) = αΛy(x)

= α
[
ψΛ(y)

]
(x) =

[
αψΛ(y)

]
(x) =

[
(αψΛ)(y)

]
(x).

Od proizvolnosta na x ∈ X dobivame ψαΛ(y) = (αψΛ)(y), a od
proizvolnosta na y ∈ X imame ψαΛ = αψΛ. Od defincijata na
operatorot Θ sleduva

Θ(αΛ) = ψαΛ = αψΛ = αΘ(Λ).

Spored toa Θ e homogen operator.
Od neravenstvoto ‖ψΛ‖ ≤ K‖Λ‖, dobivame

‖Θ(Λ)‖ = ‖ψΛ‖ ≤ K‖Λ‖.
Spored toa Θ e ograniqen linearen operator.

Neka Λ1,Λ2 ∈ B(X2, X) za koi Θ(Λ1) = Θ(Λ2). Togax
Θ(Λ1) − Θ(Λ2) = 0, t.e. Θ(Λ1 − Λ2) = 0. Od defincijata na Θ
imame ψΛ1−Λ2 = 0, odnosno za proizvolen y ∈ X toqno e raven-
stvoto ψΛ1−Λ2(y) = 0. Spored toa, za proizvolen x ∈ X dobivame

Λ1(x, y)−Λ2(x, y) = (Λ1−Λ2)(x, y) = (Λ1−Λ2)y(x) =
[
ψΛ1−Λ2 (y)

]
(x) = 0,

odnosno Λ1(x, y) = Λ2(x, y). Od proizvolnosta na x, y ∈ X imame
Λ1 = Λ2.

Znaqi, Θ e injektiven.
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FOR A CLASS OF LINEAR OPERATORS

Aleksa Malcheski

S u m m a r y

X is a normed and 2-normed space when norm and 2-norm are associ-
ated with the non-equation ‖x, y‖ ≤ K‖x‖ ‖y‖. A class of linear operators
from x to B(x) is given.
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