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KARAKTERIZACIJA NA 2-POLUNORMA

Aleksa Malqeski

Apstrakt
Vo [2] e e voveden poimot za 2-polunorma, a vo [2] i

[3] se vovedeni i doka�ani poveḱe svojstva na n-polunor-
miranite prostori. Vo ovaa rabota e dadena edna karak-
terizacija na 2-polunormite.

Vo [2] e dadena slednata definicija za 2-polunormiran pros-
tor.

Neka X e vektorski prostor so dimX ≥ 2 nad poleto skalari
R. Funkcijata p: X × X → R takva, xto
(i) p(x, y) = 0 za koi bilo dva vektori x, y koi se linearno zavisni.
(ii) p(x, y) = p(y, x), za sekoi x, y ∈ X

(iii) p(αx, y) = |α|p(x, y)
(iv) p(x + x′, y) ≤ p(x, y) + p(x′, y), za sekoi x, x′, y ∈ X
ja narekuvame 2-polunorma, a podredeniot par (X, p) go narekuvame
2-polunormiran realen vektorski prostor.

Neposredno od definicijata za 2-polunorma sleduva toqnosta
na slednite tvrdeǌa.

Lema 1. Ako p e 2-polunorma na vektorskiot prostor X , togax
p(x, y) ≥ 0 za sekoi x, y ∈ X . ��

Lema 2. Ako p e 2-polunorma na vektorskiot prostor X , togax
p(x, y) = p(x, y + αx) za sekoi x, y ∈ X i za sekoj skalar α.
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Dokaz. Navistina

p(x, y+αx)≤p(x, y)+p(x, αx)=p(x, y)+|α|p(x, x)=p(x, y)+|α|· 0=p(x, y)

p(x, y) = p(x, y + αx − αx) ≤ p(x, y + αx) + p(x,−αx)

= p(x, y + αx) + | − α|p(x, x) = p(x, y + αx)

Znaqi, od prethodnite dve neravenstva p(x, y)=p(x, y + αx). ��
Vo natamoxniot tek, ḱe rabotime pod pretpostavka deka X e

vektorski prostor so dimenzija ne pomala od dva.

1. Ekvivalentna definicija na
2-polunormiran prostor

Lema 3. Ako p e 2-polunorma na vektorskiot prostor X , togax
p(A(x, y)T) = |detA|p(x, y), za sekoi x, y ∈ X i za koja bilo matrica
A ∈ M2(Φ).

Zabelexka. Implicitno e vovedena operacija

A(x, y)T = A

[
x
y

]
= (a11x + a12y, a21x + a22y),

kade

A =
[

a11 a12

a21 a22

]
∈ M2(Φ).

Za vaka vovedenata operacija toqno e ravenstvoto

A
(
B(x, y)T

)T
.

Dokaz na lema 3. Ḱe razgledame dva sluqai i toa detA = 0 i
detA �= 0.

Ako det A = 0, togax vektorite od parot vektori A(x, y)T se
linearno zavisni, pa spored svojstvoto (i) od definicijata za
2-polunorma

p
(
A(x, y)T

)
= 0 = 0 · p(x, y) = |detA|p(x, y) .

Ako det A �= 0 i A =
[

a11 a12

a21 a22

]
, togax a11 �= 0 ili a12 �= 0.

Voveduvame oznaka Δ = det A i bez ograniquvaǌe na opxtosta
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mo�eme da pretpostavime deka a11 �= 0. Koristejḱi ja defini-
cijata za 2-polunorma i lema 2 dobivame:

p
(
A(x, y)T

)
= p(a11x + a12y, a21x + a22y)

= p
(
a11x + a12y, a21x + a22y − a21

a11
(a11x + a12y)

)
= p
(
a11x + a12y, a22y − a21

a11
a12y

)
= p
(
a11x + a12y,

Δ
a11

y
)

= p
(
a11x + a12y − a21a11

Δ

( Δ
a11

y
)
,

Δ
a11

y
)

= p
(
a11x,

Δ
a11

y
)

= |a11|p
(
x,

Δ
a11

y
)

= |a11|p
( Δ

a11
y, x
)

= |a11| ·
∣∣∣ Δ
a11

∣∣∣p(y, x)

= |Δ|p(x, y) = |detA|p(x, y)

xto i trebaxe da se doka�e. ��
Od definicijata za 2-polunorma i od lema 3 sleduva deka za

sekoja 2-polunorma va�i:
(P1) ako x, y e linearno zavisno mno�estvo vo vektorskiot prostor

X , togax p(x, y) = 0,
(P2) p

(
A(x, y)T

)
= |det A|p(x, y), za sekoja A∈M2(Φ), i za sekoi x, y∈X

i
(P3) p(x + x′, y) ≤ p(x, y) + p(x′, y), za sekoi x, x′, y ∈ X .

Va�i i obratnoto tvrdeǌe, t.e. deka sekoja funkcija koja gi
zadovoluva uslovite (P1)-(P3) e 2-polunorma. Navistina:
1. Uslovot (P1) e ednakov so uslovot (i) od definicijata.
2. Neka x, y ∈ X se proizvolno zadadeni. Togax koristejḱi go

uslovot (P2) dobivame

p(x, y) = p

([
0 1
1 0

]
(x, y)T

)
=
(

det
[

0 1
1 0

])
p(y, x)

= | − 1|p(y, x) = p(y, x).

3. Neka α ∈ Φ i x, y ∈ X se proizvolno zadadeni. Togax

p(αx, y) = p

([
α 0
0 1

]
(x, y)T

)
=
(

det
[

α 0
0 1

])
p(x, y) = |α|p(x, y).

4. Uslovite (iv) i (P3) se isti.

Od prethodno iznesenoto sleduva toqnosta na slednata teo-
rema.
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Teorema 1. Uslovite (i)-(iv) od definicijata za 2-polunorma
i uslovite (P1)-(P3) se ekvivalentni. ��

Od teorema 1 neposredno sleduva deka definicijata za 2-polu-
norma e vo celost analogna so definicijata na polunorma, so toa
xto ulogata na realen broj kaj polunormata ja ima kvadratnata
matrica od vtor red so nejzinata determinanta.

2. Nekoi klasi podmno�estva od X2

Neka p e 2-polunorma i da go razgledame mno�estvoto

B =
{
(x, y): p(x, y)≤ 1

}
.

Od definicijata na mno�estvoto B, definicijata na 2-polunorma
i svojstvata na matriqnoto smetaǌe neposredno sleduva toqnosta
na slednite tvrdeǌa.
1. Za sekoi (x, y)∈X2 postoi matrica A∈M2(Φ) taka xto det A>0

i A(x, y)T ∈ B.
2. Za sekoja A ∈ M2(Φ) so |detA| ≤ 1, ABT ⊂ B.
3. Ako A ∈ M2(Φ) i det A = 1, togax ABT = B.
4. Ako (x, y), (x′, y) ∈ B i t ∈ [0, 1], togax

(
tx + (1− t)x′, y

) ∈ B.

Prethodno iznesenoto e neposreden motiv za slednite nekolku
definicii.

Definicija 1. Za podmno�estvoto W od X × X velime deka
e 2-invarijantno ako AWT = W za sekoja matrica A ∈ M2(Φ) so
detA = 1.

Definicija 2. Za podmno�estvoto W od X ×X velime deka e
2-uramnote�eno ako za sekoja A ∈ M2(Φ) so |det A| ≤ 1, AWT ⊆ W .

Definicija 3. Za podmno�estvoto W od X ×X velime deka e
2-konveksno ako (x, y), (x′, y)∈W i t∈ [0, 1], togax

(
tx+(1−t)x′, y

)∈W .

Definicija 4. Za podmno�estvoto W od X × X velime deka
e 2-apsorbiraqko ako za sekoi x, y ∈ X postoi Ax,y ∈ M2(Φ), so
detAx,y > 0, taka xto (x, y) ∈ Ax,yW

T , t.e. A−1
x,y(x, y)T ∈ W .

Vo natamoxnite razgleduvaǌa od interes e da se razgleduva
mno�estvoto Δ2, koe se sostoi od site parovi (x, y) za koi mno-
�estvoto e {x, y} linearno zavisno mno�estvo. Jasno e deka mno-
�estvoto Δ2 e 2-invarijantno, 2-uramnote�eno, 2-apsorbiraqko i
2-konveksno.

Zabelexka. Vo natamoxniot del ḱe gi koristime oqiglednoto
svojstvo

AWT ⊂ W ⇔ W ⊂ A−1WT ,
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kade A ∈ M2(Φ), det A �= 0.
Za vovedenite klasi podmno�estva ḱe razgledame nekoi svo-

jstva.

Lema 4. Presek na proizvolna familija 2-konveksni mno-
�estva e 2-konveksno mno�estvo.

Dokaz. Neka Wγ , γ ∈ Γ e proizvolna familija od 2-konveksni
podmno�estva od mno�estvoto X × X . Neka (x, y)(x′, y) ∈ ⋂

γ∈Γ

Wγ i

t ∈ [0, 1] se proizvolno zadadeni. Togax (x, y), (x′, y) ∈ Wγ, za sekoe
γ∈Γ i od 2-konveksnosta na Wγ , γ∈Γ dobivame

(
tx+(1−t)x′ , y)∈Wγ,

za sekoe γ ∈ Γ. Spored toa

(
tx + (1− t)x′, y

) ∈ ⋂
γ∈Γ

Wγ .

Znaqi,
⋂

γ∈Γ

Wγ e 2-konveksno mno�estvo. ��

Lema 5. Presek na proizvolna familija 2-uramnote�eni mno-
�estva e 2-uramnote�eno mno�estvo.

Dokaz. Neka Sα, α ∈ A e familija od 2-uramnote�eni mno-
�estva. Neka S =

⋂
α∈A

Sα i A ∈ M2(Φ) e proizvolno zadadena so

|detA| ≤ 1. Togax AST
α ⊆ Sα, ∀α ∈ A. Od poslednata inkluzija

dobivame:

AS = A

( ⋂
α∈A

Sα

)
=
⋂

α∈A

AST
α ⊆

⋂
α∈A

Sα = S,

t.e. AST ⊆ S. Od proizvolnosta na A ∈ M2(Φ), so |detA| ≤ 1,
dobivame deka S e 2-uramnote�eno. ��

Lema 6. Presek na proizvolna familija od 2-invarijantni
mno�estva e 2-invarijantno mno�estvo.

Dokaz. Neka Iβ , β ∈ B e familija od 2-invarijantni mno-
�estva i I =

⋂
β∈B

Iβ. Za proizvolna A ∈ M2(Φ) so detA = 1 imame

AIT
β = IT

β . Spored toa

AIT = A

⎛
⎝⋂

β∈B

Iβ

⎞
⎠

T

=
⋂

β∈B

AIT
β =

⋂
β∈B

Iβ = I .
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Od proizvolnosta na A ∈ M2(Φ) so detA = 1, dobivame deka I e
2-invarijantno podmno�estvo od X × X . ��

Lema 7. Ako W e 2-uramnote�eno mno�estvo, togax W e
2-invarijantno.

Dokaz. Navistina, neka W e 2-uramnote�eno mno�estvo i
A ∈ M2(Φ) so detA = 1. Togax AWT ⊆ W . Bidejḱi det A = 1,
postoi A−1 ∈ M2(Φ) i det A−1 = 1

det A
= 1. Spored toa

A−1WT ⊆ W

od kade xto dobivame:

A(A−1WT ) ⊆ AWT .

t.e. W ⊆ AWT . Koneqno, AWT = W , t.e. W e 2-invarijantno
podmno�estvo od X × X .

Lema 8. Ako W ⊂ X2 e 2-apsorbiraqko i 2-invarijantno,
togax Δ2 ⊆ W . ��

Dokaz. Neka W e 2-apsorbiraqko i 2-invarijantno podmno-
�estvo od X×X . Za proizvolen element (x, y) ∈ Δ2, postoi skalar
α ∈ R takov xto x = αy ili postoi skalar β ∈ R, takov xto
y = βx. Bez ograniquvaǌe na opxtosta mo�eme da pretpostavime
deka x = αy za nekoj skalar α.

Mno�estvoto W e 2-apsorbiraqko mno�estvo, postoi matrica
B ∈ M2(R) takva xto det B > 0 i B−1(0, y)T ∈ W . Ako vovedeme oz-
naka C = B−1, togax C(0, y)T ∈ W . Matricata 1√

det B
C−1, bidejḱi

C−1 = B ima osobina

det
(

1√
detB

C−1

)
=
(

1√
det B

)2

det C−1 =
1

detB
det B = 1 .

Od 2-invarijantnosta na W , dobivame deka(
1√

det B
C−1

)(
C(0, y)T

)T ∈ W, t.e.
(

1√
det B

CC−1

)
(0, y)T ∈ W.

Znaqi, (
1√

detB
E

)
(0, y)T ∈ W, t.e.

(
0,

1√
det B

y

)
∈ W.

Matricata

A =

[
1√

det B
α
√

det B

0
√

detB

]
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e matrica za koja

det A =

∣∣∣∣∣
1√

det B
α
√

detB

0
√

det B

∣∣∣∣∣ = 1.

Spored 2-invarijantnosta na mno�estvoto W , dobivame deka

A

(
0,

1√
det B

y

)T

∈ W,

t.e. (x, y) = (αy, y) ∈ W .
Tvrdeǌeto na lemata se dobiva od proizvolnosta na

(x, y) ∈ Δ2. ��
Zabelexka. Od poslednoto svojstvo i lemata 7 se gleda deka

sekoe 2-uramnote�eno i 2-apsorbiraqko mno�estvo go sodr�i mno-
�estvoto Δ2.

3. Edna karakterizacija na 2-polunorma

Neka W e 2-apsorbiraqko mno�estvo. Za proizvolen (x, y)∈X2

go formirame mno�estvoto

HW (x, y) = {A/detA > 0, A−1(x, y)T ∈ W}.

Preslikuvaǌeto μW : X2 → R opredeleno so

μW (x, y) = inf{detA | A ∈ HW (x, y)} (1)

go narekuvame 2-funkcional.
Dokazot deka 2-funkcionalot (1) po 2-konveksno, 2-uramnote-

�eno i 2-apsorbiraqko mno�estvo e 2-polunorma ḱe go sprovedeme
vo nekolku posledovatelni tvrdeǌa. Prethodno ḱe go vovedeme
pomoxnoto mno�estvo

MW (x, y) =
{
det A/A ∈ HW (x, y)

}
(2)

Lema 9. Ako U ⊆ X2 e 2-konveksno, 2-uramnote�eno i
2-apsorbiraqko mno�estvo, togax mno�estvoto MU (x, y) e polu-
prava so lev kraj μU (x, y).

Dokaz. Neka t ∈ MU (x, y) e proizvolno zadaden element. Spo-
red defincijata na mno�estvoto MU (x, y) postoi matrica
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A ∈ M2(Φ) i A ∈ HU(x, y), takva xto detA = t i A−1(x, y)T ∈
U . Bidejḱi det A−1 = 1

det A
= 1

t
, zaradi 2-invarijantnosta na U ,

dobivame deka
(

1
t
x, y
) ∈ U . Od toa xto U e 2-apsorbiraqko i

2-invarijantno, spored lema 8, imame Δ2 ⊆ U , pa spored toa
(0, y) ∈ U . Neka s > t e proizvolno zadaden skalar. Togax za
α = t

s
i β = 1 − t

s
od 2-konveksnosta na U , dobivame deka(

t

s

1
t
x +

(
1− t

s

)
o, y

)
∈ U,

t.e.
(

1
s
x, y
) ∈ U . Matricata B =

[ 1
s

0
0 1

]
e matrica so detB = 1

s
,

koja ima inverzna matrica C =
[

s 0
0 1

]
i C−1(x, y)T = B(x, y)T ∈ U .

Spored toa s ∈ MW (x, y).
Koneqno, od proizvolnosta na t i s, dobivame deka MU(x, y) e

poluprava so lev kraj μU (x, y) = inf MU(x, y). ��
Lema 10. Ako U ⊆ X2 e 2-konveksno, 2-uramnote�eno i

2-apsorbiraqko mno�estvo, togax funkcionalot μU (x, y) e suba-
ditiven po sekoja od promenlivite x i y, t.e.

μU (x1 + x2, y) ≤ μU (x1, y) + μU (x2, y), (1)

μU (x, y1 + y2) ≤ μU (x, y1) + μU (x, y2), (2)

za sekoi x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ X .

Dokaz. Dovolno e da go doka�eme neravenstvoto (1). Neka
x1, x2, y ∈ X se proizvolno zadadeni. Izbirame dva proizvolni
skalari s i t za koi s > μU (x1, y) i t > μU (x2, y). Od defincijata na
2-funkcionalot μU , za t ∈ MU (x1, y) i s ∈ MU(x2, y), vo mno�estvata
HU(x1, y) i HU(x2, y), postojat matrici A i B soodvetno, taka xto
detA = s i det B = t i

A−1(x1, y)T ∈ U, B−1(x2, y)T ∈ U,

Sekoe 2-uramnote�eno mno�estvo e 2-invarijantno, pa od raven-
stvata det A−1 = 1

s
, det B−1 = 1

t
dobivame(

1
s
x1, y

)
∈ U i

(
1
t
x2, y

)
∈ U.

Mno�estvoto U e 2-konveksno, i za skalarot u = s + t > 0, i za
skalarite α = s

u i β = t
u , zaradi ravenstvoto

α + β =
s

u
+

t

u
=

s + t

u
=

u

u
= 1,
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dobivame

( 1
u

(x1 + x2), y
)

=
( 1

u
x1 +

1
u

x2, y
)

=
(

s

u

(1
s
x1

)
+

t

u

(1
t
x2

)
, y

)

=
(

α
(1

s
x1

)
+ β

(1
t
x2

)
, y

)
∈ U.

Spored toa, za matricata C =
[

u 0
0 1

]
, za koja det C = u imame

C−1(x1 +x2, y)T ∈ U . Znaqi u ∈ MU(x1 +x2, y). Spored defincijata
na funkcionalot μU dobivame deka

μU (x1 + x2, y) ≤ u = s + t .

Od proizvolnosta na s i t dobivame deka

μU (x1 + x2, y) ≤ μU (x1, y) + μU (x2, y).

Dokazot za subaditivnost po vtorata promenliva e potpolno
analogen. ��

Lema 11. Ako U ⊆ X2 e 2-konveksno, 2-uramnote�eno i
2-apsorbiraqko mno�estvo, togax za proizvolen skalar t ≥ 0 i
za koi bilo x, y ∈ X e ispolneto ravenstvoto

μU (tx, y) = tμU (x, y) i μU (x, ty) = tμU (x, y).

Dokaz. Neka t > 0 i (x, y) ∈ X2 se proizvolno zadadeni ele-
menti. Za s ∈ MU(tx, y), s > 0, postoi matrica A so det A = s > 0
za koja A−1(tx, y)T ∈ U . Od 2-invarijantnosta na U i detA−1 = 1

s
,

imame
(

t
s
x, y
) ∈ U . Bidejḱi t, s > 0, za matricata B =

[ s
t

0
0 1

]
so

detB = s
t
, B−1(x, y)T ∈ U . Spored toa s

t
∈ MU (x, y), od kade xto

dobivame deka μU (x, y) ≤ s
t
, t.e. tμU (x, y) ≤ s. Od proizvolnosta na

s ∈ MU(tx, y), imame

tμU (x, y) ≤ μU (tx, y). (∗)
Neka s ∈ MU(x, y) e proizvolno zadaden skalar. Togax postoi

matrica A ∈ HU(x, y) taka xto detA = s i A−1(x, y) ∈ U . Bidejḱi
detA−1 = 1

s
, od 2-invarijantnosta na U , imame

(
1
s
x, y
) ∈ U . Spored

toa
(

1
st

(tx), y
) ∈ U . Za matricata

C =
[

ts 0
0 1

]
, detC = ts > 0 i C−1(tx, y) ∈ U,
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t.e. (
1
ts

(tx), y
)

=
(

1
s
x, y

)
∈ U.

Spored toa ts ∈ MU (tx, y), od kade dobivame deka

μU (tx, y) ≤ ts

(spored defincijata za μU ), i od proizvolnosta na s, dobivame
deka

μU(tx, y) ≤ tμU (x, y). (∗∗)
Koneqno, od (∗) i (∗∗) dobivame deka

μU(tx, y) = tμU (x, y).

Specijalno ḱe go razgledame sluqajot t = 0. Za t = 0, mno�estvoto
(tx, y) = (0x, y) = (o, y) e linearno zavisno. Spored toa za koja bilo
A ∈ M2(Φ) so det A = s > 0, imame A−1(o, y) e linearno zavisno
mno�estvo, pa spored toa pripaǵa na U , od kade xto dobivame
deka s ∈ MU (x, y). Spored toa MU (x, y) = (0, +∞) i

μU(tx, y) = μU (o, y) = 0 = 0μU (x, y) = tμU (x, y).

Znaqi, i vo ovoj sluqaj e ispolneto ravenstvoto. ��
Lema 12. Ako U ⊆ X2 e 2-konveksno, 2-uramnote�eno i

2-apsorbiraqko mno�estvo, togax za proizvolen skalar α ∈ Φ so
|α| = 1 i za koi bilo x, y ∈ X e ispolneto ravenstvoto

μU (αx, y) = |α|μU (x, y) = μU(x, y).

Dokaz. Ḱe gi razgledame matricite

B =
[

α 0
0 1

]
i C =

[
α 0
0 1

]
,

kade α e skalar za koj xto |α| = 1. Jasno e deka B−1 = C i C−1 = B
i detB = α i det C = α.

Neka t ∈ MU(x, y) e proizvolno zadaden skalar. Od defini-
cijata na MU (x, y) imame deka postoi A ∈ HU(x, y) so det A = t i
A−1(x, y)T ∈ U . Spored toa

A−1(α αx, y)T ∈ U,

A−1
(
C(αx, y)T

)T ∈ U,

(A−1C)(αx, y)T ∈ U.
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Bidejḱi U e 2-uramnote�eno mno�estvo, i B e matrica za koja
|detB| = 1 imame

B
[
(A−1C)(αx, y)T

]T ∈ U, odnosno (BA−1C)(αx, y)T ∈ U.

Spored toa
(C−1AB−1)−1(αx, y)T ∈ U.

Matricata D = C−1AB−1 = BAC e matrica za koja

det (BAC) = (detB)(det A)(detC) = αt α = t,

odnosno D ∈ HU(αx, y) i zatoa t ∈ MU(αx, y).
Od prethodnoto e jasno deka e ispolneta inkluzijata

MU(x, y) ⊆ MU (αx, y). (1)

Obratno, neka pretpostavime deka s ∈ MU(αx, y) e proizvolno
zadaden broj. Znaqi, postoi P ∈ HU (αx, y), taka xto det P = s i

P−1(αx, y) ∈ U,

odnosno
P−1

[
B(x, y)T

]T ∈ U, (P−1B)(x, y)T ∈ U.

Matricata C e matrica za koja |detC| = |α| = 1, pa zatoa
C
[
(P−1B)(x, y)T

]T ∈ U

(CP−1B)(x, y)T ∈ U,

t.e. (B−1PC−1)−1(x, y)T ∈ U . Bidejḱi B−1PC−1 = CPB i

det (CPB) = (detC)(det P )(det B) = αsα = s,

dobivame CPB ∈ HU(x, y) i det (CPB) = s > 0. Znaqi s ∈ MU(x, y).
So toa doka�avme deka

MU(αx, y) ⊆ MU(x, y) . (2)

Od (1) i (2) se dobiva ravenstvoto

MU(αx, y) = MU (x, y),

xto e dovolno za toqnost na tvrdeǌeto na lemata. ��
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Lema 13. Ako U ⊆ X2 e 2-konveksno, 2-uramnote�eno i
2-apsorbiraqko mno�estvo, togax za proizvolen scalar α ∈ Φ i
za koi bilo x, y ∈ X e ispolneto ravenstvoto

μU (αx, y) = |α|μU(x, y) = μU (x, y)

Dokaz. Neka α ∈ Φ e proizvolno zadaden skalar i x, y ∈ X
se zadadeni vektori. Togax so primena na prethodnite dve lemi
imame

μU (αx, y) = μU

(
|α| α

|α|x, y

)
= |α|μU

(
α

|α|x, y

)
= |α|μU(x, y), ��

Lema 14. Ako U ⊆ X2 e 2-konveksno, 2-uramnote�eno i
2-apsorbiraqko mno�estvo, togax za x, y ∈ X e ispolneto raven-
stvoto

μU (x, y) = μU (y, x).

Dokaz. Matricata B=
[

0 1
1 0

]
e matrica za koja xto detB=−1

i B−1 = B. Znaqi, B e matrica za koja |detB| = 1.
Za t ∈ MU(x, y) postoi A ∈ HU(x, y) so det A = t i A−1(x, y)T ∈ U .

Spored toa
A−1

[
B(y, x)T

]T ∈ U,

i bidejḱi B e matrica so |detB| = 1, od 2-uramnote�enosta na U ,
dobivame

B
[
A−1[B(y, x)T ]T

]T ∈ U.

Znaqi,

(BA−1B)(y, x)T ∈ U, odnosno (B−1AB−1)−1(y, x)T ∈ U.

Matricata B−1AB−1 ima osobina

det (B−1AB−1) = (det B−1)(detA)(detB−1) = t.

Spored toa B−1AB−1 ∈ HU(y, x), od kade xto dobivame t ∈ MU(y, x).
Znaqi,

MU (x, y) ⊆ MU(y, x). (1)

Obratno, neka pretpostavime deka s ∈ MU (y, x). Znaqi, postoi
matrica C ∈ HU (y, x) so det C = s, i

C−1(y, x)T ∈ U.
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Za matricata B imame

C−1
[
B(x, y)T

]T ∈ U, odnosno (C−1B)(x, y)T ∈ U.

Bidejḱi B e matrica so |detB| = | − 1| = 1 i U e 2-uramnote�eno
mno�estvo, dobivame

B
[
(C−1B)(x, y)T

]T ∈ U, odnosno
[
B(C−1B)

]
(x, y)T ∈ U,

t.e.
[B−1CB−1 ]−1(x, y)T ∈ U.

Matricata B−1CB−1 e matrica so

det (B−1CB−1) = det (B−1)(detC)(det B−1) = (−1)s(−1) = s > 0.

Znaqi, B−1CB−1 ∈ HU(x, y), odnosno s ∈ MU (x, y).
Koneqno,

MU (y, x) ⊆ MU(x, y).
Od (1) i (2) dobivame

MU (y, x) = MU(x, y),

od kade sleduva tvrdeǌeto na teoremata. ��
Od dokazot na teoremata 2, jasno e deka polunormite se

2-funkcionali po 2-konveksni, 2-uramnote�eni i 2-apsorbiraqki
mno�estva.

Oqigledno e deka karakterizacijata na 2-polunormite e ana-
logna so karakterizacijata na polunormite koi se funkcionali
na Minkovski.
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