O JELHOM KAPAMATHMHOM YCJIOBY
MHTErPABUIIMTETA BAJIMCTUYKE OUOEPEHLIMJAJTHE
JENHAYMHE*)

TOMUIEH 350PHUK HA ®WJI030PCKNOT ®AKYJITET
HA YHUBEP3UTETOT BO CKOIIJE, Knura 2 (1949) , 247-263

i 1. I'lpeomer oOBOra paznxa je GanucTuudka aHdepeHuHjaaHa
jennauunua

(y+p) y+y2—1=0 (1)
y cayuajy xaaa p (x) muma OGIHK

X

p(¥)=A” + Be ™ + R,
roe cy A, B, R M n KOHCTaHTe.
VYonwrtaBajyku D'Alembert-oBp ycnoB uHrerpaGuiantera

1 AB R

A RS SRy @
Kapamaral) je mo6Guo oBaj ycnos

1 AB R*

m Y Ek+n) ~ Ckna)P )

Koju ce cBoau Ha D'Alembert-oB 3a £-=1.

Cponebku nudepenunjanyy jemnauuHy (1) nHa Legen-
dre-oBy. jenuaquuy

x2—-1)2" +(cx+ b))z +Mz2=0, - @

mu khemo nokasatu Ia ce ycnoB HHTerpaSwiurera noclhenmbe
jexHayuHe, Haume

k(k—1)+ck+M=0 (k-ueo 6poj) (5)

CBOAM yOpaBO Ha YCJOB uHTerpaGuinuteta (2) Koju je Haseo
Kapamara.

3arTum, nowito ce InudepeHumjanna jenHaunHa (4) Moxe
CBECTH HA XMIEpreomeTpucKy AHdepeHUHjanHy jenHaAYHHY®)

x(A-x)p"+(y—c+B+1)] y —aBy =0, : (6}

mu hemo mnokasaTH Ja cCe ONIITH HHTerpan nudepeHuujalHe
jenHaumnne (1) Moxxe yBeK uzpas3uTH nomohy XurnepreomeTpucKnx
dbyskunja F (o, B, v, x). C npyre cTpaHe, no8HaTO je na je nn-
¢epenunjantHa jenHauuna (6) mHTerpaGuiHa KBalpaTypama, Kaja
ie jenan om wetupu 6poja?) o, B, Y —a, Y —B ueo 6poj.

lNMokasakemo Xa ce cBakM OJ OBHX UYeTHPHM YCIOBA HHTe-
rpabujiuTeTa CBOIOM HA }écnos (3), xana ce npebe oa audepeH-
umjasiHe jenHaduHe (6) andepeHnjaany jeaHauMHy (1).

) l'lpor,becopu Kapamatra u Murpunosuhbk npountranu cy
osBaj pan y léa‘vm)nm:y W YNHHKW CY MH KOpUCHS nNpumenGe.

C) apamaTta, Becuuk .ﬂapyt.umaa sallemaliiuzapa u gusuuapa
H. P.C. 13, Beorgan, 1949, ctp. 72-78, sanarak 8.

E. Kamke, Differentialglechungen: Ldsungsmethoden und Lésun-
gen, 1, 1842, S 22

3) Goursat, Proprictés geéndrales de ll uation d'Buler et de
Gauss, Actualités scientjﬂques ot industrielles, 1 , P 6.
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2. Vuomiewmem dhyukunje p (x) vy (1) ¥ cmeHom

nx

e =1, ) (1)

noGujamo Riccati-esy andeperuujanny . ]e.u.ﬂaqmiy a0 npo—
MeHJbHBO] #, OOIHKa

(1 —P”) — —[nAt2+(nv +nR) t+nb] =0.

CmeHoM mnpomeHbHBE y ca x wumahemo nudepenuHjanny
jexHaYUHY

a -xz)%_' [7A2? +(nx +nR) t +nB] ~ O. 8)
Hosom Tpancd.pmauunjom
= exop f(l ) tdx) : | )
audepeHUHjaTTHA jenﬂaquna (8) nocraje ‘
(1 — x2)= z [(n+2)x+uR](l—x')z’+n’ABz -0.
TMTocne yBobema HOBWX O3HaKa _
a=n*AB; r=nR; n+2-m i - {10)
¥ CMEeHOM NPOMEHJ/bHBE Z Ca ¥y HMMamMoO jelHaYHHY
" (22— 1)2p" 4 [(mx+r)(x*—1)]p'+av=0, (11)
onakJie TpaHcdopmauujom )
y=(x-1)P(x—1)7v - . A2y

rie cy p v g 3a camna jour nHeonpebeun napamerpu, nundepeH-
uujanHa jeaHauuna (11) nocne cpebuBarba, nocraje

(x2-1)Pz"+(x2- 1) [(mx+r)+2p (x+ D+2¢(x-1)] 2"+ (13)
+p (P~ 1) (x+1)?+2pq (x*~ 1)+ g (¢ — 1) (x — 1)*+
_ +p(mx+r)y(x+1)+g(mx+r)(x—-1)+az=0.
OzHayumo M ca ’ -
PX=p+p@+g+m-1)x*+[2(p*-¢*)-(m-2)(p—q)+
+rP+Plx+(P-9)° — P+ +r(p— N +a
IDudepenunjajina jeaHaywna (13) nocraje
x*—1)2z'+(x* - D{[2(pp+q@)+mlx+2(p—-q) + (14)
+r}z’+P(.x)z 0.
TapameTpe » U ¢ MOXeMOo M3a6paTH yBeK Tako jna 6Gyne
P(x)=M(x%-1), (15)
roe M o3HayaBa jenHy koacrau’ry.

YHOolzEemeM oOBe BpedHOCTH 3a P(x) y nudepeHuMjadny
jenHauuny (14) u yBoijel-beM HOBHX O3HaKa

c=2(p+q)+m
b=2p—q)+r (16}

mo6ujamo, nocne ckpakuBatha ca (xz— 1), audepeHumjanty jen-
HayYuWHy oO6nHuka ]
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(x2-1)z2"+(cx+ b))z + Mz =0. a7y
3. lTorpaxumo caxa Besy msméby KoHcTaHaTta A, B, R n
71 1 HOBO YBeneHMX p, g ¥ M. Uneututer (15) mosoau Hac no
TpM penauuje

(p+q)(p+g+m—1)=M, .
2(p*—qg*)+(m-2)(p—q)+r(p+gq)=0, (18)
(p—gi*+r(p-q)-(p+q)+a=—M.

Onasne KoGHjamo

4p= —(m+r—-2)x \J(m+r-2)*—4a,
4g=—(m+r-2)x \/(m—r-Z)"-4>a,
M=(p+q)(p+g+m-1),

s ¢ o63upom Ha (10)

n

4 - g s

¢= - g {R-11V(R-1)-44B)},
M=s(s+n+1), '
Tlle je CTaB/beHO
] S=p+gq.
Enumuuauujom (p —q) 1 M una penaumja (18) Hanasu ce
rz a
Zprnim2F i)+ +m-21""
onakie ¢ o63upom Ha (10) cnepyje jexHayuHa

R® AB 1 g
@s+nyP” s(s+n) oz (19}

Koja je ympaBO MCTOr OGIHMKAa KaO ¥ YyCJIOB WHTerpaGHIMTETa
(3) xoid je naeo KapamarTa. )

HOa 6u Legendre-osa nudepeHunjaana jenHauusa (17)

#¥majla 3a MapTUKYJIapHM HHTerpaj jelaH moiuHoM Q (y) CremeHa
%, noTpeGHO ¥ HOBOJLHO je Ia YyCIOB

k(k=-1)+ck+M=0 ' (k=ueo 6poj)

6yge 3agoBoJbed. Yaumajyhu y o6sup penanuje (10), (16), u
{18), oBaj ycnoB nocraje L

s*+(2k+n+1)s+k(k+n+1)=0,
OfaKne Us3Nna3u
S= -k wm s= —(k+n+1).

AKO ce OBe BpeHOCTH 3a S YHecy 3' crnoBe (19), noGuja
<e OYeBHAHO YCNOB uHterpabunurera ( ){' KoMe je k same-
#€HO PeCHeKTHBHO ca —K u ca k+1. :
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Y oBOm cnyuajy jenaH IapTukyJiapaH HHTerpal 6aauCTUYKe
jenHaguHe (1) mart je u3pascm
RS 2 _ __’ nx
Sy_ﬁ23+(y l)Q nAe™,

rae Q(y) mpercTaB/ba NMOJMHOM CTeneHa K, KOjU je jemaH map-
TuKyJapaH uHTerpanl Legendre-oBe audepeHuujanHe jemHa-
guue (17).

4. 1o ucror peayn‘rara XOl1a3umo, cno.n,ehu LLegendre-oBy
andiepenuujalny jenHauuny (17) cmeHoOm

zZ2(x)=n(8), 28=x+1
Ha jelHaAYUHY

-b L
é(l—é)n"+(cz —cé)n’—Mr.]=O,
T]. Ha jegHauuHy .
x(l—x)y"+(c;b )y’~Mx=0 (20)

nocﬂenl'ba Je.ﬂ.HaqHHa npeTCTaBIba XHIIEepreomeTpucky JnaH—
depenumjanny jedHauMHy, YMjH OMIITH OGJMK FJIacwu

x(A—-x)y"+[y - (c+B+1)x]y' ~apy=0, (6)
e cy o, 8 ¥ Y NpoOHM3BOJbHH, aJlH Ol X He3aBUCHH OpoOjeBH.

TTorpaxxmmo Besdy uameby KOHCTAHATA ONuTe XHOepreo-
MEeTPHCKe jemHauwHe o, B, Y U KOHCTaHara b, c, M xunepreo-—
meTpucke jenHaunne (20).

Ns (20) n (6) mmamo
a+pB+1=68,
2y=c—0b, ' 21y
o =M. .

ﬂpBa U Tpeha om oBux jenHauwna, umajyhu y BHAY Bpe.u,—
HocTu 3a ¢ u M u3 (16) oguocHo (18), najy

aA=5, PB=st+m—1.

M3 npyre on jemnauumua (21), a c oGaupom Ha Opyry O&L
jexHaumHa (16) u3nasu

_23+m._ r(m—2)
v 2 2@2s+m—2)°

Umajyhu y BHAY BpeZHOCTH KOHcTanata r U m u3s (10),
Jo6ujamo

2s+n+2 m”R
- 2 T 2@s+ny 22

Kako je maprukynmapiuu wunTerpan nudepeHuMjanHe jenHa-
gyuHe (6) paT XHIepreoweTpuCcKuMm pelom, KoOji ce KpaTkohe
pann osHauaBa ca .F(a, B, vy, X), jedlaH napTUKynhapaH HHTerpaln
anceperuujanye jeaHaunne (20) O6uhe gar peaom

2s+n+2 PR x
2 2(2s+n)y )

a=5, B=s+nr+1, Y

y=F(s,s+n+ 1,
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rae je s neduHUCaHO ca
sS=p+gq.

da O6ucmo HauuIM YCJI0B UWHTerpaGUIHOCTH JudepeHus-
janHe jeanauune (1) nomohy KBampartypa, norpaxuhemo jeman
flapTHKyJapaH MHTerpai jeaxHauuHe (6) Y KOHAYHOM OGIHUKY.

N8 Teopuje xunmepreomeTpucKe nudepeHudjanHe jeqHaumHe
go3HaTo!) je na he xvwnepreomeTtplrcka nu@epeHunjalina jexHaYuHa
“MmaTH jenaH napTHKyJapaH MHTerpajl oOJrka

Y =P(x),
y=x""7 P(x),
y=(1-x"""*p(x), (23)
y =TT (1 -0 P (),
(P (X¥) —nonuHOM 1O X)
ako je jemau onx 6pojeBa o, B, Y —a, ¥ —3 umeo 6poj.

[Ipumenumo calra oBe ycioBe Ha gudepeHUUjalHy jenHa-
quHy (20).

a) JJo6Gujamo mnpBOo Oa o OZHOCHO S MOpa GHTH uLeo GDpoOj,
MO3XWTHBAH MJwv HeraTuBad. [TIpu TOme YMHEHMO OaxJje OrpaHu-
Yelwe 3a NPOU3BOIBLHO H3aGpaHne Hapamerpe p U ¢ 4Hju je 36Up s.

Ho Tako nocTaB/b€HHM YCJOB 3a S NOKasyje na je Besa
(19) usmeby koeduumjeHaTta nudepeHiujanve jenHauuHe (1) u s
y cteapn KapamaTuH YCJIOB HHTerpaGuaurera nudepeHumn-
janHe jenHauuHe (1), s3amemnyjyhu s ca A

HUs osora crneayje na he audepenunianHa jemxnauuuaa (20)
UMaTH NapTHKylapaH vHTerpan o6amka (23).

6) (lpernoctaBumo C o6G3upom Ha (23) Ha je s pasaunyuTo
on uenor 6poja, a B 1eo (Spoj Tj.
S+n-=k . (k=neo 6poj)
opakie no6ujamo 3a S BpedHOCT
s=k-n. (24)
AKo ce OoBa BpegHOCT 3a § 3aMeHn y yclioeB (19), mo6u-
jamo yclnoB HHTerpaSuiaureTa oOIMKa
RE _ AB +_l_
(n—2%) —~k(n—-k) n?
Koju ce cBoau Ha (3), roe je # samerbeHOo ca —&k.

XunepreomeTpyucka jengHayuHa umahe w y OBOM cayuajy
jenan unterpan oGauka (23). Ilndhepenunjanna jenHaumHa Ouhke
uHTerpaGuiHa, jep je ycnoB (19) oaHoOCHO (3) 8allOBOJLEH.

B) Ma ycinoBa ma y-—a 6yne uneo O6poj, uzocrasipajyku
cny4yaj kaga je s uneo 6poj, noGujamo -

n R i
7_2_(2?,1)=k, ,(k—ueo 6poj) (25)

Onasne 3a s HaJazMMO BPENHOCT

-1) Forsyth-Jacobst ha 1, Lehrbuch der Differential-Qleichun-
gen 1912, S, 221. :
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n(R—-1)+2k% n
2(nr—-2k) )

Tako nmoGuBeHa BpeIXHOCT 3a s yHewena y (19) cromu
nocientky jeaHadynHy Ha yCJHOB uHTerpaGuaurera (3) Ganucrtu-
yke audepeHuujanue jenHadyuHe. Pasyme ce Ia BpPeIHOCT 38a s
IDara - popmysiom (25) caap’Ku U BpPeIoIHOCT 3a S Koja je mo6u-
jeHa u3 (24) u o6paTHO.

r) Ycnoe ma vy — 3 Oyae ueo 6poj aaje
n__ nrR
2 2@2s+n)

k (k =ueo O6poj).

OnaBne HaJla8UMO 3a S Bpe,EHOCT‘

_ _RBR+(n+2k)
. R ¥ 7R~ ) Bl

Koja yHenlexna Yy (19) CBOAM OBy penauujy Ha KapamaTHH
ycnos mHTerpabGunurera (3) audepenunjanHe jennauwne (1).

5. TllpernocrtaBumo Ja CMO HauJM jedaH napTHKyJlapaH
MHTerpan XxuarepreomeTpucke audepeHumjanne jemHauuvHe (20) n
03HAYHMMO Tra ca , .

1’]=F((I, B: Y, é)’

rome o, 3, Y ya3umajy oxpebeHe BpedHOCTU M rhae je Gap jeman
on GpojeBa <, B, Y ~&, Y — 1Leo O6p0j, OOHOCHO 1a je jenaH
oo ycnopa y § 4 vcaymbed.

Mapruxkynapun uurerpan Legendre-oBe nupepeHunjanue
jennauune Guke y TOM cayuajy

=F(a,BY,%

Bonehu pauyHa O cmeHwn
n(g)=2z(x); 25=x+1. ) (26)

3a nvHeapHy InudepeHUUjanHY jedHauMHy, OBaj OapTUKY-
JJapHM HMHTerpaj AoOhja o6iauk

2= (=17 (r+ 1) F e g, v, T4 1)

aKo ce uma y BUIoy penauuja (12) v mpomeHa y ca z.
Mapamerpe p n g onpebyjemo uz (18) npema naTum Bpe-

AHOCTHMMa KOHCTaHaTa A, B, R n n. .

Riccati-eea nudepenuujasina jenHaymna (8) uma y opom
Clyyajy IapTHKYJapHH HHTerpaj o6iuKa

A G CA AR

t, - .
A (x =17 x4+ )77 F (a8, v, T2

Crobembem Riccati-ese mudepenuujaine jenHaunHe no-
mohy napTHKyJapHOT HWHTerpaJjia Ha JiWHeapHy, Hala3umoO ONUITH
MHTerpajJl oOBe, a ofaBle H ONMuUTH MHTerpan Riccati-ese
audepenuujaaie jemHauMHe,

Cmenq (7) noBopn n0 onmTer WHTerpaja GalUCTHUKe
andepenuujanHe jemHauuHe.

6. IIpumep. Ha kpajy hemo HaBecTH jenaH HYMepHUKH
npumep.
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¥Y3mMumO 3a napameTpe p, ¢ U NPOU3BOJbHH Lieo Opoj &,
cirenehke BpemHoOCTH

p=2, g=1, k=-1.

Y Tom cianyuajy umahkemo mpema (22)

3 :
s—a-5, B~ -1, m=—%. E¥))
Uz (18) nobBujamo
: 3 : 1 8
M=-—5, r-=——%, a=3
i ¢ o6supom Ha (10)
32 1. T
AB=1g7- R-z10 "= -7
Penaumje (16) uajy
3 7
C"’_Z‘" ‘b‘—" _“-6"‘;
na umamo 3a Y
4
Y=?. (28)

O6ank GanucTuuke n,m'bepeuunja'nﬂe jenHauyMHe Yy OBOM.
cayyajy je

7 7
—5* 32 S 1
e 2 2 ¢ Yy 2_1=0,
(v T LR I EE et (29)
Cmenom '
. .
e—?x=t’ T . (30)
notujamo Riccati-esy nudpepenuvjaany jeoHadYHHY )
a1 (1 4, 32
SOl - F Tt d A v'T Sl LY
Hosa Tpancdopmanuja
2 ’ S
=2 (1-p) Z5-z-(r-D*+Du (32)
nosoaou Ho Legendre-ose nndepeHiinjanne jeqHadYynaHe
2 _ ' 73 _ _7_ ’ ___i =
-+ (S 5w —5 =0

Ogepa nocnenmwa C O03HPOM HAa CMeHYy (26) npenasv y Xu-
nepreomeTpHucCKy jeaHadyHy

s5G-Un+(38-Fn) -Fa=0. -

a Ty jenHaYyuHy CMO MOTJaH JMOGUTH JIHPEKTHO C OG3HMpPOM Ha
(27) n (28). g

TMapTukynapHi uuaTerpan nocineawe mudepeHuujanHe jen-
Hayune Ouhke nmar mapaszom
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3 4
n—ch(T,—lg?’é)’

KOjH MO’K€MO MHCATH U OBaKoO:

n= Cl (7 -9 é):
roe je C, NpousBOoJbHa KOHCTaHTa nﬂ‘rerpauuje

C o6Gsvpom Ha cmeHe (26) m (32). napTUKyJIapHU WHTErpa
Riccati-ese nudepenuunjanHe jemHauuHe (31) mmahe o6GauK

LSOy—‘lSy + 11
7 9y -—-17

Onumity uuterpan Riccati-eBe nudeperHuujante jemHaunHe
N S

t = -
Guke
P (MNIC+VMNIE~t) =1,

roe je
1

P (P)=(F+1)*(y - 1)‘7(9y -2,

Y- - f (y+1)(y+1)<p(y)

C o6z3upom Ha cmeHy (30), onmiT HHTerpall GalucTHYKe
IZH@epeHumjaane jeaHadune (29) je

cv(y)[C+\]f(v)](' f%x—t1)=1

. Pagu nposepaparba noGujenor pesyaraTa, U3 MNOChenibe
pelaudje enMmMHHCald CMO C ¥ AOGHIIH jeAHauuHY OGaMKAa (1)
KOja oarosapa y OBOM cayuajy.

OB OJJHOM YCJIOBUU KAPAMATbH!, O UHTETPHPOBAHUU
BAJUTUCTHYECKATO NP PEPEHLIMAJIBHOTO YPABHEHUA
(Buws0o0)

C nosounio audpepesunanbioro ypaenennss Jlexxannpa, a no-
TOM H THNNEpreoMeTpHuYecKOro anpgepeHUHalbHOro YpaBHEHUsl, aBTOP
noKasnBaer KapamaTuHi o ycnosue MHTErpHpOBoHHA OallIMCTHYECKOTO
audceperunalbBOro ypaBH: HUSI, KATOpOe JMeeT BuI (3) n Karopuﬂ nph
k=1, npeppamaercs 8 ycaosue [lanamGepa.

SUR LA CONDITION DINTEGRABILITE DE KARAMATA
DE L’EQUATION DE LA BALISTIQUE EXTERIEURE

(Résumé)

' 1. Soit donnée I'équation différentielle de la balistique
: (y+p)J/+y2—1—0 ' )]
ol la fonction p (x) est de la forme

p(X)=Ae" +Be~"x+ R,

A, B, R et n étant des constantes.
En généralisant la condition d’intégrabilité de d'Alem bert
W AB R
12 n+t 2+np

Karamata?!) a donné, sous forme de probléme, la condition
suivante
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1, 4B _ R
nt k(k+n (2k+n)?’

qui se réduit A celle de d’Alembert pour k=1.
En ramenant I'équation différentielle (1) 2 celle de Legendre
02 -1)V'+(ep+8) v+Mv =0, 3

.nous allons montrer, en premier lieu, que la condition d‘iniégrabilité de
cette dernitre équation, & sovoir

k(k-1)+ck+M=0, k entier, 4)

se réduit justemént 2 la condition d’intégrabilité (2) donnée par Kara-
mata.

k=+1,+2,438,..., 2

: En second Heu, étant donné que l'on neut ramener 1’équation
différentielle (8) a celle des fonctions hypergéométriques

E(1-8) 9" +[y—(a+B+1)E]q ~aBy=0, T

nous montrerons que, dans le cas générale de I'équation différentielle (1)
peut toujours s’exprimer au moyen des tonctions hypergéoméiriques
F(a, B, v, ). D’autre part, étant donné que ['équation hypergéométrique
(5) est intégrable par quadrature?), lorsque I'un des quatres nombres

o B, Y-o oubien y—« est entier, (6)

nous montrerons que chacune de ces quatres conditions d’intégrabilité
se réduit a la condition (2), lorsque I'on passe de I'équation difiérentielle
(5) a V’équation différentielle (1). D’ailleurs ce résultat est presque évi-
dent pu:sque, d'une part, les conditions (6) sont équivalente a la condition
(4), lorsqu’on passe de P’éqnation différentieile (5) a I'équation différen-
tielle (3), et d’autre part, la condition (4) est équivalente 4 la conaition
(2)i lorlsqu‘on passe de I’équation différentielle (8) a 1’équation différen-
tielle (1).

2. Pour ramener I’équation différentielle (1) & I"équation différen-
ielle (3), effectuons d’abord la substitution

nA nx
Z=exp_( fy'—z:—l e dy ).
En posant, pour abréger,
a=mAB, r=nB et m=n+2, )

I'équation d fiérentielle (1) se déduit alors a I’équation linéaire du second
ordre, suivante -

U2-12z2"4+(my+r) 2-1) 2 +az=0. (8)
En y effectuant, en second lieu, la substitution

z=(-DP r+1)y,

p et ¢ étant des parametres encere indét'erminés, (qui me fut suggéré
par Karamata), I’équation (8) se réduit 2 la suivante -

-2+ - {2(p+@+mly+2(p—@)+r} v+ P (y) v=0, . (9
oll I'on & posé
P(y)=
=P+ (p+g+m-1) 2+[2(p2- )+ (m-2) (p—-Q)+r(p+9)ly+
' +@ -9 -(p+9)+r(@-9+a.
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) Or, on peut toujours déterminer les paramétres p et ¢ et une
constante M de manitre gue le polynome P (y) prenae la forme

Py=M2—1. - (10)
En introduisant cette valeur de P(y) dans I'équation différentielle (9) et

en y posant, pour abrégér,

.'c=2(p+q)+m et b=2(pp-¢+r, (an
cette équation se réduit a 1'équation de Legendre3)
- v+ (cy+ D) v+ Mv=0. (12)

Or, pour que l'identité (10) ait lieu, il faut que p, ¢ et M satisfont
aux conditions

(P—-q)(p+g+m-1)=M,
2P —g®+(m-2)(p—q)+r(p+9)=0, (13)
(p—q)2+r(p~@—(p+g)+a=—M.
On en tire, en tenant compte de relation (7), que

p= -4 {R+1+£ VIR+17-44B },

¢=-4 {R-1+V(R=1¢-14B},

M=s(s+n+1), (14y
oit 'on a posé 4

) s=p+g.
Mais, en éliminant (p—¢q) et M des équations du systéme (13), 'on obti-
ent pour p+¢=s I’équation
R ___ 48 1 '
Zs+n)E s(s+m) HE’ (s=p+9), (15

qui est justement de la méme forme que la condition d’intégrabilité (2)
de Karamata.

Or, pour que l'équation différentielle de LLegendre (12) ait pour
intégrale particuliere un polynome Q (p) de degré k, il faut et il suffit
que la condition (4), c. a d. la conition

k(k—1)+ck+M=0, k entier,

soit satisfaite. En tenant compte des relations (7), (11 et (14) cetfte con-
dition se réduit a

S8t (Rk+n+1)s+k (k+n+-1)=0,

c.ad a
§=—k, ou bien s=—(k-+nr41).

Ces valeurs de s introduites dans la condition (15) donnent justement

la condition d’intégrabilité (2), dans laquelle k est a remplacer d’une

part par —k, d’autre part par k+1.

Remarquons, enfin, que dans ce cas une intégrale particuliere de
I’équation de la balistique (1) est donnée par l'expression
nRs ‘

-nY _ X
”+2S+(y2 D) Q = nde™,

O (p) désignant le 'polynome du degré k, qui est une intégrale particuliere
de l’équation de Legendre (12)

Sy —
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3. On parvient au méme résultat en réduisant I’équation (12) de
L egendre, par les substitutions

v()=n(3, 2&=y+I1, : (16)
A l'équation hypergéoméirique
E(A-3)n"+[y—(a+B+1) ] 0 —aBn=0, amn

ol I'on a, d'aprés (7), (11) et (14

2s+n+2 n?
a=S§, B=‘-$+n+l, Y= 2 _2(2$R_‘_n)' (18)

Etant donné qu'une intégrale particuliere de I'équation (17) est la
fonction hypergéométrique méme

I]=F(a, B’ Y, é))

1l s’en suit, d’aprés les substitutions (16), qu'une intégrale particuliére de
4’équation de Legendre (12) est donnée par .

v=F(w 8 5,

d’olr il résuite que lintégration générale de I’équation de la balistique (1)
peut s’exprimer au moyen des fonctions hypergéometriques.

) D’autre part, en désignant par P (%) un polynome en g, il est connu$)y
?ue I’équation différentielle (17) posséde une integrale particulidre de la
orme : -

n=P ($) lorsque o est un entier, i

g= =Y P (&) lorsque 3 est un entier, (19)
a=(01—=%Y"%"P P (%) lorsque y—a est un entler,

g=8""7 (—%)Y-“-P P(%) lorsque y—B est entier.

En posant donc, respectivement,

a=k! B=k!‘ Y—a’:k’ Y"ﬁ'=k.
k étant un eatler, on en tire pour s les expressions suivantes s=k, s—p-k,

_M(R-1)+2nk_  nR-(n-2k) _MP(R+D+2nk  nR+(n+2k)

2m-28 " 2@ 20 ST aqkion - " T2melh -

Ces valeurs de s introduites dans la condition (15) se réduisent toujours
2 la condition d'intégrabilité (2) de Karamata, ot & est a remplacer
respectivement par

k, -k, -k et k

» Ainsi les quatres conditions de l'intégrabilité de P’équation hyper-

dométrique (17) se réduisent 2 la seule condition d'intégrabilité (2) de
T'équation de la balistique (1). Quant 2 I'intégrale de I'équation (1), dans
ceis c?sls_T;m I’obtient moyennant les intégrales particuligres (19) de 1’équ-
ation !
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